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对随径向坐标指数型变化的有效质量分布，通过坐标变换，得到了与 *+,-+./ 型势，0123451 型势和无限深球方

势阱三类势函数相联系的变质量三维 67819:;<=51 方程的解析解，具体给出了这三类系统的能量本征值和本征函数

的解析表达式 >

关键词：67819:;<=51 方程，解析解，坐标变换，有效质量

+,--：%"?@，%"?@A

!国家杰出青年基金项目（批准号：!%!#@@#!），教育部博士点基金项目（批准号：#%%!%#&(%"?），国家重点基础研究发展规划项目（批准号：

A#%%%%’’(%%），中国科学院创新工程重点项目（批准号：0B*C#D6EDF%#），国家自然科学基金项目（批准号：?%"’!%!"）资助的课题 >
$GD.2;-：H,=IJ<H,> 5:,> 7<

! K 引 言

自量子力学诞生以来，寻求 67819:;<=51 方程、

0-5;<DA+1:+< 方程、L;127 方程等波动方程的解析解

（即所谓可积系统）一直是理论研究方面的一个重要

课题［!—!&］>解析解之所以重要，是因为通过这些解，

可以更深刻地理解量子力学中的基本概念；同时，也

可以用这些解为数值计算提供重要的参考标准，从

而为解决更复杂的问题寻找更好的近似计算方法 >
多年来，人们主要研究的是恒定质量系统的波动方

程解的问题［!—!&］> 在此基础之上，人们发展了许多

有效的方法确定或求波动方程的解析解，如因子化

方法［(］，算符方法［@］，坐标变换方法［?—&，!"，!’］，超对称

量子力学方法［)—!#］>
最近，研究质量依赖于空间位置（下面简称为变

质量或有效质量）的波动方程特别是 67819:;<=51 方

程的求解问题引起了人们的极大兴趣［!)—#?］> 变质

量问题在半导体［#’］，量子点［#&］，液晶［#)］等系统的电

学性质的研究中有比较广泛的应用 > 相比质量恒定

的情况，变质量系统的 67819:;<=51 方程的求解更为

复杂，通常很难找出它的解析解 > 但是，对于某些特

殊势，人 们 已 经 发 展 了 一 些 可 得 到 有 效 质 量 的

67819:;<=51 方程解析解的方法［!)—#?］> 在这些方法

中，有一种通过坐标变换构造质量随空间位置变化

但可解析求解的系统的方案，其基本思想是［#"—#@］：

将质量恒定的物理系统作为参考问题，而变质量的

物理系统看作目标问题；通过坐标变换（如下文的方

程（@）），在参考问题的 67819:;<=51 方程与目标问题

的 67819:;<=51 方程之间建立联系，这种联系对坐标

变换中的参数及其有关的变换的函数形式施加了一

定的限制（见方程（’）和（&））> 然后根据参考问题的

解 析 解 得 到 目 标 问 题 的 解 析 解 > 但 是 在 文 献

［#"—#@］中，!）主要研究了一维问题，对三维系统仅

给出了形式化的结果；#）对参考问题仅考虑谐振子

势，*+,-+./ 势和 M+1N5 势 > 对于其它势的情况又如

何呢，这也是需要讨论的问题 > 在本文中，我们将以

三维问题作为主要的研究对象，参考问题的势函数

则取 *+,-+./ 型势，0123451 型势和无限深球方势阱，

而有效质量的变化是各向同性的并仅限于随空间位

置指数型变化的情况 > 指数型变化的有效质量可用

于半导体量子阱结构等有关问题的研究［#"，#(］>
本文结构如下：在文章的第 # 部分，给出三维目

标问题和参考问题的势函数、能谱的关系式；对随径
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向坐标指数型变化的有效质量，分别讨论与 !"#$"%&
型势，’()*+,( 型势和无限深球方势阱三类可解势相

联系的 -./(01234,( 方程的解析求解问题，得到了这

些系统的能量本征值和本征函数的解析表达式 5 在

文章的最后部分，我们对有关问题作了简要的讨论 5

6 7 指 数 型 变 化 有 效 质 量 的 三 维

-./(01234,( 方程的解析解

当有效质量依赖于空间位置时，由于质量算符

和动量算符不再对易，则系统的动能算符有多种定

义方式 5 在本文中，我们采用 8,9:;8,&$"31 等给出的

动能算符［<=］，此时系统的哈密顿量可写为［6>］
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其中 $（ "）和 #（ "）是位置 " 的实函数 5 采用自然单

位（$B ?!? <），并仅考虑球对称系统，则 $，# 与方

位无关 5 利用笛卡儿坐标 %，&，’ 和球坐标 (，"，#
之间的关系，哈密顿量（<）可写为
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其中 $C!
1$（ (）

1 ( 5 通过分离变量，可得与哈密顿量

（6）相联系的 -./(01234,( 方程的径向分量方程为［6>

{
］
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其中，#（ (），*，%（ (）?$（ (）
( 和 ) 分别为目标问题的

势函数，能谱，波函数和角动量量子数 5
对于质量恒定的参考问题，其 -./(01234,( 方程

的径向分量方程为

16
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其中，’（&），(，,（&）?)（&）

&
和 + 分别为参考问题的

势函数，能谱，波函数和角动量量子数 5
对方程（F）作如下变换

& ? -（ (），)（&）? .（ (）$（ (）5 （>）

将方程（>）代入方程（F

{
），得到下列方程
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对比方程（H）和方程（E），得到下列关系式［6>］
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其中，/（ ’）? ’G
’ A E

6
’C( )’

6
，而 /（ ’C）称为 -./L)(*+

导数 5
在后面的讨论中，我们假设参考问题的角动量

量子数 + 与目标问题的角动量量子数 ) 存在如下线

性关系

+ ? 0) @ 1， （=）

其中 0，1 为常数且 0"B 5 同时，由于我们仅考虑各

向同性的系统，则各向同性要求下列等式成立

+（+ @ <）? 2)（ ) @ <）@ 3， （<B）

这里 2，3 为常数且 2"B 5 方程（=）和（<B）同时成立

时，0，1，2，3 之间有关系 0 ? 61 @ <，2 ?（61 @ <）6，

3 ? 1（1 @ <），即仅有一个独立的参数 5 需要说明的

是，关系（=）是最简单的一种选择 5 在质量恒定的情

况下，研究诸如三维谐振子势和 !"#$"%& 势的本征

问题之间的关系时就用过（=）这样的关系式［EB］5
方程（K）就是目标问题和参考问题的势函数、能

谱的关系式 5 给定一个依赖于径向坐标 ( 的质量函

数$（ (），如果能选定变换函数 -（ (）使方程（K）的右

边可以分为两部分：一部分是与 ( 无关，但与量子

数 4 和 ) 有关；另一部分则与 ( 和 ) 有关，而与 4 无

关 5 这样，将前一部分解释为目标问题的能谱 *，后

一部分为目标问题的势函数 #（ (），即由方程（K）就

可以得到目标问题的势函数和能谱；将方程（J）代入

方程（>）就能得到目标问题的波函数 5
我们考虑有效质量 $（ (）随径向坐标 ( 呈指数

函数变化的情形［6E，6F］，即

$（ (）? ,A* ( ， （<<）

其中*M B，这是为了保证质量有限性所要求的 5 下

面分别求 !"#$"%& 型势，’()*+,( 型势和无限深球方

势阱三类参考问题对应的变质量三维问题的势函

=6>6H 期 蔡长英等：指数型变化有效质量的三维 -./(01234,( 方程的解析解



数，能量本征值和本征函数 !

!"#" $%&’%() 型势

对于 "#$%#&’ 型势的参考问题，其势函数，束缚

态能谱和波函数分别为［(］

!（"）) * !
"

， （+(）

#" ) * !(

(（" , # , +）( ， （+-）

$"（"）) $""
#,+ .* !"

", #,+ % * "，(# , (，
(!"

" , # ,( )+ ，

（+/）

其中，! 为粒子所带的电荷数，$" 为归一化系数，%
为合流超几何函数，" ) 0，+，(，⋯为径向量子数 !

经过分析可知，具有如下形式的变换函数可以

使方程（1）的右边分为前面所说的两类项

&（ ’）)%.(’ ， （+2）

其中，% 3 0，( 为 非 零 实 参 数 ! 将 关 系 式（++）—

（+-），（+2）代入方程（1）以及（4），（+/）代入方程（2），

可以得到下列两组解 !

（5）当%) " , # , +
! 且 ( ) *&时，目标系统的

势函数，能量本征值和本征函数分别为
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其中
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#（ +）由关系式（9）定义，而 -" 为归一化系数 !

（’）当% ) (
! 且 ( ) *&( 时，目标系统的势函

数，能量本征值和本征函数分别为
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#（ +）由关系式（9）定义，而 -" 为归一化系数 !

!"!" *+,-./+ 型势

对于 <=5>?.= 型势的参考问题，其势函数，束缚

态能谱和波函数分别为［(］

!（"）) * (. -
"

* -(
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( )( ， （((）

#" ) * (-( .(

（" ,)）( ， （(-）
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其中，-，. 为正的常数，$" 为归一化系数，% 为合

流 超 几 何 函 数，" ) 0，+，(，⋯，) ) +
( ,

(-( . , # ,( )+
(!

(

!

对这种类型的势，变换函数 &（ ’）仍取方程（+2）

的形式 ! 将关系式（++），（+2），（((），（(-）代入方程

（1）以及（4），（(/）代入方程（2），可以得到下列两

组解 !

（5）当%) " ,)
(-. 且 ( ) *&时，

)（ ’）)&
(

( .*& ’ , +
( * * &’ * +（ + , +）

’[ ]( .& ’ ，

（(2）
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其中

* )（#( , # , (-( .）&
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#（ +）由关系式（9）定义，而 -" 为归一化系数 !

（’）当%) +
-.且 ( ) *&( 时，
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"（ #）由关系式（%）定义，而 $! 为归一化系数 &

!"#" 无限深球方势阱

对于无限深球方势阱的参考问题，其势函数，束

缚态能谱和波函数分别为［"］

$（%）!
’， （% ( %）

)，（% * %{ ）
（+,）

&! !
&"

!

" ， （+"）

’!（%）! ’!("（&!%），（% ( %）， （++）

其中，% * ’，’! 为归一化系数，(" 为球贝塞尔函数，

! ! ,，"，+，⋯为标志零点数目的径向量子数，&! 满

足 ("（&!%）! ’&
若

)（ *）! -$#" * ， * * ./0 ’，$ "
#

12( )( )% （+3）

其中，./0（+，,）表示取 +，, 当中较大的那个数 & 则

目标问题的解为

-（ *）! ,
" . $ #* $ #（ # # ,）

*[ ]" -# * ， （+4）

/! !#
"

5 &"
! ， （+6）

(!（ *）! $! -$#3 * (" &! -$#"( )* ， （+7）

其中

. ! ,
,6（3"" # 3" $ +）#

"，

"（ #）由关系式（%）定义，而 $! 为归一化系数 &
以上讨论了三类可解参考问题对应的变质量系

统的解析求解问题，下面对变换（,4）作两点说明：,）

变换（,4）可以理解为对参考问题的径向坐标%作一

特殊的标度变换，这种变换只是针对径向分量，而角

量部分在变换前后保持不变，即空间的各向同性或

系统的球对称性在变换前后保持不变；"）类似这样

的变换在求解质量恒定的 89:;<=>2?-; 方程的解析解

时经常用到，参见文献［,］，［"］以及［+’］中的具体例

子 &

+ @ 结 论

从前面的讨论可知，由质量不变的可解析求解

的系统构造有效质量依赖于空间位置的可解析求解

的系统，要通过坐标变换将参考问题（其质量恒定）

的 89:;<=>2?-; 方程与目标问题（其质量依赖于空间

位置）的 89:;<=>2?-; 方程进行对比，确定这两类问题

的势函数、能谱之间的关系（5），这样由参考问题的

精确可解性可得到所构造的目标问题的精确可解

性 & 在这种构造质量变化而又解析可解的问题的过

程中，关键问题是选取合适的变换函数 )（ *），它是

不唯一的 & 选择不同的变换函数会导致不同的解，

也对应不同的精确可解系统 & 对 )（ *）的选取至少

有三条限制，凡是满足这些条件的 )（ *）都是允许

的 & ,）)（ *）是 * 的三阶可导函数；"）方程（5）右边

需出现不随 * 变化的项；+）势函数 -（ *）应独立于指

标 ! &但是，对于三维问题，找到合适的 )（ *）比一维

问题要困难得多 &
在本文中，我们考虑了随径向坐标指数型变化

的有效质量，并分别讨论了 ABC1B.D 型势，E;/FG-; 型

势和无限深球方势阱三类可解参考问题对应的变质

量系统的解析求解问题，给出了它们相应的势函

数，能量本征值和本征函数 & 需要说明的是，在前面

讨论的几类势中，目标问题的势中含有量子数 #，这

一方面与坐标变换中含有 # 有关（见 "@, 和 "@" 节

解（/）中)的表示式），另一方面也与三维问题中的

离心势有关，因而目标问题中的 -（ *）实际上是一种

有效势 & 这种情况在超对称量子力学的研究中也出

现过［7，5，,’］&
同样值得说明的是，本文中讨论的变换之所以

具有相同的函数形式（见方程（,4）），是因为我们对

变换函数 )（ *）的选取主要是基于对方程（5）右侧的

［$（)）$&］（ )H）" I0 项的分析 & 对于 ABC1B.D 形式，

E;/FG-; 形式和无限深球方势阱三类参考问题，选取

的 )（ *）要满足前面所说的条件，则要求（ )H）" I0 或

（)H）" I（0)）与 * 无关，这同时确定了 )（ *）函数形式

中系数和指数上的两个参量的形式 & 具体地说，当

（,4）式中的 1 ! $#" 时，本文中给出的变换属于

（)H）" I0 ! 9B2JF 的情况，这是变质量问题求解中研

究比 较 多 的 一 类 变 换［"+，"3］& 当 1 ! $# 时，则 为

（)H）" I（0)）! 9B2JF 的情况 &因此，在确定了 )（ *）的

具体形式后，由关系式（7）可求出 2（ *），它可能是实

函数，也可能是虚函数 & 本文中得到的 2（ *）是一虚

函数 & 另外，一维和三维对变换（4）的要求有所不

同 & 在一维问题中，变换函数 ) 既可为坐标的正的

实函数，也可为坐标的负的实函数 & 但在三维问题

中，) 应为 * 的正的实函数，因为参考问题中的径向

坐标%* ’&我们给出的变换函数 )（ *）的形式是比

,+4"6 期 蔡长英等：指数型变化有效质量的三维 89:;<=>2?-; 方程的解析解



较特殊的，是否有更一般的形式仍是需要进一步探 讨的 !

［"］ #$%&$’ # ( $%& #)*+,)-. / 0 "122 !"#$%"& ’()*#$+), 34&
（#5%&5%：6748$95% 647++）
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