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研究了具有周期信号调制噪声的过阻尼线性系统的随机共振现象 ’当采用非对称的分段噪声时，可以得到系
统响应的一、二阶矩和信噪比的精确表达式 ’通过对信噪比的分析，发现了“真实的”随机共振和传统的随机共振
现象，讨论了乘性噪声的非对称性、自相关时间和噪声之间的相关强度对信噪比的影响 ’
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! ; 引 言

#%世纪 <% 年代初，=37>0 等［!］和 ?0:@10A等［#］提
出随机共振的概念并用来解释第四纪全球气象冰川

问题 ’此后，关于随机共振的理论和实验研究引起了
人们的极大兴趣［*—!!］，研究人员普遍认为随机共振

只能出现在有周期信号和噪声的非线性系统中，然

而最近的一些研究证明了随机共振现象可以出现在

由乘性色噪声或分段噪声驱动的线性系统中［!#—!&］，

甚至是白噪声激励的具有随机阻尼的欠阻尼线性系

统中［!(］’ B0CC3D./7等［!#，!*］发现的随机共振相对于传
统随机共振是广义上的，即信噪比随噪声强度是单

调变化的，但随系统的其他一些特征参数（如：信号

的振幅、频率或噪声的相关时间等）是非单调变化

的 ’
在上述文章中，噪声和周期信号都是以相加的

形式引入系统的，但是在一些实际的物理系统中，噪

声和信号必须以相乘的方式出现，例如：在光学或射

电天文学的扩充器中需要使用周期信号调制的噪

声 ’EFG./7等［!H］研究了具有周期信号调制噪声的非
对称双稳系统并发现了随机共振现象 ’ 王俊等［!$］研
究了具有周期信号调制噪声的单模激光模型并观察

到了随机多共振现象 ’随着研究的进一步深化，一些
学者开始关注周期信号调制噪声的线性系统中是否

有传统的随机共振出现或者信噪比是否随着噪声强

度的变化出现共振峰？

本文研究了具有周期信号调制噪声的线性模型

的随机共振现象 ’为了研究方便，采取非对称的分段
噪声，通过平均法，得到了响应的一、二阶矩及信噪

比的精确解析表达式 ’并讨论了噪声和信号对信噪
比的影响，发现了“真实的”随机共振，传统随机共振

和广义上的随机共振现象，同时还探测到了一些新

的现象 ’文中得到的信噪比的表达式是未作任何近
似的精确解析表达式，故适用于任意的噪声强度和

信号的振幅和频率，不必限制在小的噪声和信号范

围内，从而揭示了绝热近似条件下不可能出现的一

些物理现象 ’

# ; 周期信号调制噪声的线性系统的信
噪比

具有周期信号调制噪声的过阻尼线性系统的随

机微分方程为

9!
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其中!（ "）和#（ "）是具有零均值和非零相关函数的
高斯噪声：
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〈!（ !）!（ !!）〉""# $%&（’## ( ! ’ !! (），
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"") $%&（’#) ( ! ’ !! (）*
首先，对方程（+）平均并将（+）式乘以 #" 后平均，
可得一、二阶矩的运动微分方程：

,〈"〉
, ! " ’ #〈"〉’〈$（ !）"〉， （)）

,〈"#〉
, ! " ’ ##〈"#〉’ #〈$（ !）"#〉

- #$./0（%!）〈"!（ !）〉* （1）
由于（)）式含有新的相关函数〈$（ !）"〉，利用
234&56/78/95:/;公式［+<］可得

,〈$（ !）"〉
, ! "〈$（ !）,", !〉’#+〈$（ !）"〉* （=）

（+）式两边同乘$（ !），然后进行平均并结合（=）式
可得

,〈$（ !）"〉
, ! " ’（# -#+）〈$（ !）"〉’〈$

#（ !）"〉

- $./0（%!）") * （>）
（>）式包含高阶的相关函数〈$

#（ !）"〉，那么必
须对其进行解耦 *为了计算方便，我们采用非对称的
分段噪声 *假设$（ !）仅能取两个值 %+ 和 ’ &+，

!（ !）取 %# 和 ’ &#，这里 %+，&+，%#，&# 均是正的 *
’+ 是由 %+ 到 ’ &+ 的转换率，’# 是由 ’ &+ 到 %+

的转换率 * (+ 是由 %# 到 ’ &# 的转换率，(# 是相应

的逆转换率 *由（#）式，上述参数满足下列关系：
’# %+ ’ ’+ &+ " ?，(# %# ’ (+ &# " ?，

"+ " %+ &+，"# " %# &#，

#+ " ’+ - ’#，## " (+ - (# * （@）
非对称分段噪声$（ !）和!（ !）的非对称性分别记为

&+ 和&#，那么

&+ " %+ ’ &+，&# " %# ’ &# * （<）
则〈$

#（ !）"〉可以由〈$（ !）"〉来表示
〈$

#（ !）"〉""+〈"〉-&+〈$（ !）"〉* （A）
将（A）式代入（>）式可得
,〈$（ !）"〉

, ! " ’（# -#+ -&+）〈$（ !）"〉’"+〈"〉

- $./0（%!）") * （+?）
由上式可知（)）式和（+?）式形成了未知函数〈"〉

和〈$（ !）"〉的线性微分方程组，通过求解方程组并
令 !!B，可得〈"〉的渐近表达式

〈"〉" $")
)+ ./0（%!）- )# 05:（%!）

))
， （++）

其中

)+ "%# ’ *+ *#，)# " ’%（*+ - *#），

)) "（%# - *#
#）（%# - *#

+），

*+，# " # -’+，# " # -#+ -&+

#

C
（#+ -&+）

#

1 -"" + *

用类似的方法可得二阶矩〈 "#〉的表达式 *（1）
式含有两个新的相关函数〈$（ !）"#〉和〈 "!（ !）〉，为
了求得〈 "#〉必须对其进行解耦 *（+）式分别乘以
#$（ !）"和!（ !），然后方程两边平均可得下列方程

〈$（ !）,"
#

, ! 〉" ’（## - #&+）〈$（ !）"#〉’ #"+〈"#〉

- #$./0（%!）〈$（ !）!（ !）"〉， （+#）

〈!（ !）,", !〉" ’ #〈"!（ !）〉’〈$（ !）!（ !）"〉

- $./0（%!）"# * （+)）
利用 234&56/78/95:/;公式，（+#）式和（+)）式可以简
化为

,〈$（!）"
#〉

,! " ’（## -#+ - #&+）〈$（!）"
#〉’ #"+〈"#〉

- #$./0（%!）〈$（!）!（!）"〉， （+1）
,〈"!（ !）〉

,! " ’（# -##）〈"!（ !）〉’〈$（ !）!（ !）"〉

- $./0（%!）"# * （+=）
（+1）式和（+=）式包含新的相关函数〈$（ !）!（ !）"〉，
其运动方程为

,〈$（ !）!（ !）"〉
, !

" ’（# -#+ -## -&+）〈$（ !）!（ !）"〉

’"+〈"!（ !）〉- $./0（%!）")&# * （+>）
利用方程（+1）—（+>）并结合（1）式，就得到关于

四个未知函数〈 "#〉，〈 "!（ !）〉，〈$（ !）"#〉和〈$（ !）!
（ !）"〉的四个微分方程 *通过求解上述微分方程，当
!!B时，可得〈"#〉的平稳表达式

〈"#〉+! " $#%
’#"#

（*+ -##）
# -%# - ’+&#")

（*+ -##）
# -%[ ]#

D｛#（*#
) -%#）（*#

1 -%#）

D［#（## -#+ - #&+）’ #"+］｝
’+， （+@）

其中

*)，1 " ## -#+ - #&+

# C
（#+ - #&+）

#

1 - 1"" + *

通过求解方程（+），可将其解的一般形式写为
"（ ! -(）" "（ !）,（(）$%&（’ #(）

- $#
(

?
$%&（’ #-）.（ -）
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! "#$［!（ ! %" & "）］’"， （()）
其中

#（ "）*〈+,-［&!
"

.#
（$）’$］〉，

%（ ! & "）*〈$（ "）+,-［&!
!

"#
（$）’$］〉/

（()）式包含了乘性噪声的指数形式的积分，将
#（ "）和 %（ "）展开成级数的形式并经过计算得到下
列渐近表达式［(0，1.］：

#（ "）* %(

%( &%1
+,-［&%1 "］&

%1

%( &%1
+,-［&%( "］，

（(0）

%（ ! & "）*&2

’2
+,-［&’2（ ! & "）& (］#（ ! & "）/

（1.）
（()）式结合（(0），（1.）式，可得相关函数
〈&（ ! %"）&（ !）〉*〈&1〉’!#（"）+,-（& ("）

%
〈&〉)&2+,-（& (! & (）

’2（%( &%1）
［ *3"#$（!!）

% *4$56（!!）］， （1(）
其中

*3 * +,-［&（’2 & +1）!］
&%(（’2 & +1）*0 %%(!$56（!"）
（’2 & +1）1 %!1

% +,-［&（’2 & +(）!］
%1（’2 & +(）*7 &%1!$56（!"）
（’2 & +1）1 %!1 ，

（11）

*4 * +,-［&（’2 & +1）!］
%(（’2 & +1）$56（!"）%%(! *)
（’2 & +1）1 %!1

% +,-［&（’2 & +(）!］
&%1（’2 & +(）$56（!"）&%1! *8
（’2 & +1）1 %!1 ，

（12）

*8/7 * "#$（!"）9 +,-［（’2 & +(）"］，
*)/0 * "#$（!"）9 +,-［（’2 & +1）"］/ （13）

由平均相关函数的定义可得

〈&（ ! %"）&（ !）〉’!
*〈&1〉’!#（"）+,-（& ("）

%
)1&1

2

’2（%( &%1）*2
｛(4［ *(((（’2 %%1）

1

&!（’2 %%1）（ *((2 % *1((）

% 1!1（ *((( & *1(2）］

%(8［ *((1（’2 %%(）
1

&!（’2 %%(）（ *((3 % *1(1）

% 1!1（ *((1 & *1(3）］｝， （14）
其中

(( *
&%(（’2 & +1）*0 %%(!$56（!"）
（’2 & +1）

1 %!1 ，

(1 *%1（’2 & +(）*7 &%1!$56（!"）
（’2 & +1）

1 %!1 ，

(2 *%(（’2 & +1）$56（!"）%%(!*)
（’2 & +1）

1 %!1 ，

(3 *
&%1（’2 & +(）$56（!"）&%1!*8
（’2 & +1）

1 %!1 ，

(4 * (
（’2 %%1）［（’2 %%1）

1 % 3!1］
，

(8 * (
（’2 %%(）［（’2 %%(）

1 % 3!1］
/

对（14）式进行傅里叶变换，得到功率谱为

,（)）*!
:

&:
〈&（ !）&（ ! %"）〉’! +,-（& 5)"）’"

* ,(（)）% ,1（)）， （18）
其中

,(（)）*
〈&1〉’!
%( &%1

%1 +(

+1
( %)1 & %( +1

+1
1 %)[ ]1 &

)1&1
2［(4%(（ *( )( % *1!)1）%(8%1（ *( )2 % *1!)3）］

’2 *2（%( &%1）［（’2 & +1）
1 %!1］

，（17）

,1（)）*
*)1&1

2［(4%(（ *( -( % *1!-1）%(8%1（ *( -2 % *1!-3）］

’2 *2（%( &%1）［（’2 & +1）
1 %!1］ +（) &!）， （1)）

)( *!1（%1 % 1+1 &’2）%（’2 %%1）
1（+1 &’2），

)1 * 1!1 %（’2 %%1）（& +1 %’2），

)2 *!1（&%( & 1+( %’2）%（’2 %%(）（& +( %’2），

)3 * & 1!1 %（&’2 % +(）（’2 %%(），

-( *!1（&%1 % 1+1 % 2’2）%%1
1（+1 &’2）%’2（’2 %%1）（+1 & 1’2），

-1 * & 1!1 %（’2 %%1）（& +1 %’2），
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!! " #!# $（%"& $ "’）（#’ $"&）(

根据方程（#)）—（#*），定义信噪比 #+,为总信

号功率与$ "!处的单位噪声谱的平均功率之比
（这里只取正$的谱）：

#+, " %［&-#’（ $’ !’ $ $#$!#）$&)##（ $’ !& $ $#$!!）］

〈%#〉&’
## "’
"#’ $$# % #’ "#

"## $$[ ]#
"& $&
(#’#

&
［（"& % "#）# $$#］$［&-#’（ $’ (’ $ $#$(#）$&)##（ $’ (& $ $#$(!）］

，

（#.）

其中〈%#〉&’，$)（ ) " ’，#，&），(*，!*（ * " ’，#，&，!）如上
定义 (

& / 结论和讨论

（#.）式给出了信噪比 #+,的解析表达式，下面

我们讨论噪声和信号对信噪比 #+,的影响 (
图 ’描述了信噪比 #+,作为系统频率$ 的函

数，随着不同的乘性噪声的非对称性(’ 变化的情

况 (信噪比 #+,随系统频率$的增大出现一个共振
峰，出现了频率调制的随机共振，即“真实的”随机共

振 (当$ 0 1/*!时，随着乘性噪声的非对称性(’ 的

增加，#+,的峰值降低 (当$ 2 1/*!时，随着乘性噪
声非对称性(’ 的增加，#+,的值逐渐增加，同时，极

值位置右移 (因此，对于较小的系统频率$，乘性噪
声的非对称性(’ 可以减小信噪比，而对于较大的

频率$，(’ 可以提高信噪比 (
图 #描述了信噪比 #+,作为乘性噪声强度’’

的函数，随着不同的乘性噪声的非对称性(’ 变化

的情形 (信噪比 #+,随着乘性噪声强度’’ 的增加会

出现一个最大值，#+,是’’ 的非单调函数，出现了传

统随机共振 (该现象在噪声和信号以相加的方式引
入的线性系统［’&］中是观察不到的 (在图 # 中，我们
固定$ " ’（ 2 1/*!），故随着乘性噪声的非对称性

(’ 的增大，#+,的峰值增高，峰值的位置右移 (
信噪比 #+,作为乘性噪声自相关时间)’ 的函

数，随着不同的噪声之间互相关强度’& 变化的情形

如图 &所示，这里)’ ""% ’
’ (信噪比 #+,随乘性噪声

相关时间)’ 的增加出现了两个极值，首先随着)’

的增加，#+,逐渐减小达到一个极小值，然后随着)’

的增加，#+,逐渐增加达到一个极大值，#+,是)’ 的

非单调函数，出现了文献［’&］中定义的“广义上”的

图 ’ 信噪比 #+,作为频率$的函数随乘性噪声非对称性(’ 变

化的曲线（- " #，( " ’，’’ "’& " ’，’# " #，"’ ""# ""& " ’，(# " ’）

图 # 信噪比 #+,作为乘性噪声强度’’ 的函数随乘性噪声非对

称性(’ 变化的曲线（$ " ’，(# " ’，- " #，( " ’，’& " ’，’# " #，

"’ ""# ""& " ’）

随机共振 (故当)’ 0 1/’时，信噪比 #+,随)’ 的增大

而受到抑制 (当)’ 2 1/’时，信噪比 #+,随)’ 的增大

而出现一个共振峰 (同时，随着噪声之间互相关强度

’& 的增加，#+,的峰值降低，峰的位置左移 (
图 !描述了信噪比 #+,作为频率$ 的函数，随

不同的噪声之间互相关强度’& 变化的情况 (信噪比

-)-#)期 靳艳飞等：具有周期信号调制噪声的线性模型的随机共振



!!"随着频率! 的增加出现一个漂亮的单峰，且随
着噪声之间互相关强度"# 的增加峰值逐渐减小 $因

此，图 #和图 %都表明了噪声之间的相关强度"# 可

以使输出的信噪比 !!"降低 $

图 # 信噪比 !!"作为乘性噪声自相关时间#& 的函数随噪声之

间相关强度"# 变化的曲线（! ’ &，" ’ (，# ’ &，"& ’ &，"( ’ (，$(

’$# ’ &，%& ’ &，%( ’ &）

图 % 信噪比 !!"作为频率!的函数随噪声之间相关强度"# 变

化的曲线（" ’ (，# ’ &，"& ’ &，"( ’ (，$& ’$( ’$# ’ &，%& ’ &，%(

’ &）
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江等 (II# 物理学报 (& (%I%］
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