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分析了一个具有扇区非线性输入且含有参数不确定性以及外部噪声干扰的主从混沌系统的同步控制问题 )设
计了一类同步滑模变结构控制器，并从理论上证明了该控制器的有效性 )研究表明该控制器不受受控系统的参数

变化和噪声干扰的影响，具有很强的鲁棒性 )最后通过对主从 *+,,-./0123456 系统的仿真研究，验证了该控制器的有

效性 )
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" B 引 言

%$世纪 #$ 年代，9453=:.2C，D@E-. 和 F@E-6 提出

了变结构控制理论，此后该理论被广泛地用于非线

性连续系统和离散系统、随机系统以及大系统的控

制，目前变结构控制已成为控制理论的一个重要分

支［"—G］)"88$ 年，H@@，IJ5K2/- 和 L2JE5 通过参数微扰

法（即 HIL 法）成 功 地 控 制 了 混 沌［&］，M5A2J5 和

N:JJ233 又提出了混沌同步方案［7］)混沌控制及同步，

特别是混沌同步在保密通讯中的潜在应用，引起了

人们的极大兴趣，科学工作者在理论和实验上都已

做了大量的工作［#—8］) 由于滑模变结构控制不受受

控系统参数变化和噪声干扰的影响，具有很强的鲁

棒性［’］)为此，基于 9453=:.2C，H@@ 和 M5A2J5 等人的思

想，"88( 年后 NO5. 和 L:+ 等先后利用滑模变结构连

续控制去消除因控制器的切换而引起的抖振，并实

现了不确定混沌系统的控制［"$，""］) %$$% 年，P6:- 等利

用随时间变化的多动态滑模变结构控制器，驱动具

有外部激励的混沌系统到达任意目标轨道［"%］) %$$&
年，L:+ 设计了具有扇区非线性输入的滑模变结构

控制器［"G］，并利用自适应滑模控制使不确定主从混

沌系统达到了同步［"&］) 在上述研究基础上，本文研

究了一类具有扇区非线性输入的不确定主从混沌系

统的同步问题，设计了同步滑模变结构控制器，通过

对主从 *+,,-./0123456 系统的仿真研究，验证了所给

控制器的有效性 )

% B 具有扇区非线性输入的不确定主从

混沌系统与同步问题描述

对于如下两个系统

!·（ "）Q #（!（ "），"）R $%（ "），!（$）Q !$ " &，（"）

和

’·（ "）Q (（’（ "），"），’（$）Q ’$ " &， （%）

其中 #，(：&) S &# &) ，且 #，(" *"，$" &) S +，

!（ "），’（ "）" &) ，%（ "）" &+ ) 其混沌同步的实现方

法是寻找一个合适的 $ 和 %（ "）Q!（ !（ "），’（ "），"）
使

3-4
"#T
$!（ "）U ’（ "）$ Q $ （G）

成立（$·$表示向量的 9+A3-? 范数）)于是（"）式和

（%）式的同步可以化为对误差系统进行研究 )误差系

统为

,·（ "）Q #（!（ "），"）U (（’（ "），"）R $%（ "），

式中 ,（ "）Q !（ "）U ’（ "）为轨道误差 )显然，由于没

有对 # 和 ( 进行限制，两个混沌系统的同步问题具

有一般的意义 )基于该种描述方法，若能找到一种控
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制方案使（!）式成立，将具有重要的意义 "
下面考虑两个具有非线性输入的 ! 维不确定

主从混沌系统

"·#（ $）# "#$%（ $）；# # %，&，⋯，! ’ %

"·!（ $）# %（"，${ ）
（" ! &! ）， （(）

和

’·#（ $）# ’#$%（ $）；# # %，&，⋯，! ’ %

’·!（ $）# %)（’，$）$!%)（’，$）$!（(（ $））$"（ ${ ）
（" ! &! ）， （*）

式中 %（"，$）和 %)（’，$）是两个参数不同的非线性函

数；(（ $）!& 是从系统（*）的控制输入，!%)（ ’，$）是

不确定项，"（ $）是外部噪声干扰 "!（ (（ $））是连续非

线性函数且!（+）# +，在扇区［#% #&］内"(（ $）#
!（(（ $）），$!：&#&，即

#& (&（ $）% (（ $）!（(（ $））%#% (&（ $）， （,）

（,）式中#% 和#& 是非零正常数 " 图 % 给出了扇区

［#% #& ］内!（ (（ $））的变化曲线 " 假定不确定项

!% )（’，$）和外部噪声干扰"（ $）是有界的，即

-!% )（’，$）- .$%&)&，

-"（ $）- .$&
{ ，

（/）

这里$% 和$& 为给定正数

图 % 扇区［#% #&］内的非线性函数!（(（ $））的曲线

主从系统（(）和（*）从不同的初始条件出发，通过

非线性输入!（(（ $））的控制最终达到同步，即要求

012
$#3
& *（ $）& # 012

$#3
&"（ $）’ ’（ $）& # +"

! 4 滑动曲面的设计和系统在滑动面上

运行时的稳定性分析

定义轨道误差向量

*#（ $）# ’#（ $）’ "#（ $）（ # # %，&，⋯，!）"（5）

故由（(）式，（*）式和（5）式，可得如下滑模动力学

*·#（$）# *#$%（$）（# # %，&，⋯，! ’ %），

*·!（$）# +（*，$）$!%)（* $ "）$!（%（$））$"（${
），

（6）

（6）式中 +（ *，$）# %)（ * $ "，$）’ %（"，$）"
滑模变结构同步控制的基本思想是通过控制器

的来回切换，使受控主从系统达到同步 "它的基本步

骤是选定一个滑动曲面或者切换函数，并要保证其

是渐近稳定的，然后进一步确定控制器，使得受控系

统能在有限时间内到达滑动面，从而沿着滑动面向

同步平衡点运行 "滑模控制的关键是选择合适的稳

定的滑动面和确定控制器使系统尽快地趋近滑模

面 "基本上述思想，定义滑动曲面如下：

,（ $）# *!（ $）$’
!’%

# # %
-#*#（ $）， （%+）

式中 ,（ $）!&，-#（ # # %，&，⋯，! ’ %）是设计参数 "当
系统发生滑动模运动时，需满足如下条件：

,·（ $）# *·!（ $）$’
!’%

# # %
-#*·#（ $）# +， （%%）

和

,（ $）# *!（ $）$’
!’%

# # %
-#*#（ $）# +" （%&）

故由（%&）式可得

*·!’%（ $）# *!（ $）# ’’
!’%

# # %
-#*#（ $）" （%!）

根据（6）式，可将（%!）式表示为如下的矩阵形式：

*·%

*·!’











%

#
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令!$（!）表示 ! 的第 $ 个特征值，记!&’(（ !）!
&’(｛!$（!）；$ ! "，)，⋯，# # "｝$显然当!&’(（!）* +
时，可确定设计参数 %$（ $ ! "，)，⋯，# # "）的值 $ 一

旦 %$（ $ ! "，)，⋯，# # "）值被确定，则有!&’(（!）*
+，即可确切地保证（"%）式的稳定性 $进一步，由（")）

式可知 "#（ &）也是稳定的 $同时，须注意到矩阵 ! 的

特征值与系统的响应速度相关 $
由（"%）式可推知：当受控系统在滑动面上运动

时，系统对参数的不确定性、外部干扰以及输入的非

线性是 不 敏 感 的 $ 换 言 之，受 控 制 混 沌 系 统 是 鲁

棒的 $

% , 同步滑模变结构控制器的设计

在讨论同步滑模变结构控制器的设计之前，先

给出滑模条件如下：

引理 ! 若满足下面的条件

’（ &）’·（ &）* +， （"-）

则滑动曲面式（"+）上的运动趋于稳态 $
证明 令 ./’01234 函数为 (（ &）! +,- ’)（ &）$根

据 ./’01234 稳定性定理，（"-）式保证了

)(（ &）! ’（ &）’·（ &）* +，

因此 ’（ &）指向滑动曲面且滑动曲面式（"+）上的运

动趋于稳定平衡点 $
为了得到引理 " 给出的条件，给出如下控制

策略

*（ &）! #"#5672（ ’（ &））（" 8 "9$"），（":）

式中#!（!
# # "

$ ! "
; %$"$ < "（ &）;）< ; +（ "，&）; <%""," <

%)；5672（ ’）是 ’ 的符号函数，若 ’ 8 +，则5672（ ’）! "；

若 ’ ! +，则 5672（ ’）! +；若 ’ * +，则5672（ ’）! # "$下
面证明控制策略式（":）可驱动从系统（-）与主系统

（%）同步 $
定理 ! 考虑具有非线性输入的不确定混沌主

从系统（%）和（-），若满足滑模条件（"-）式且控制策

略 *（ &）为（":）式，则主从系统（%）和（-）的轨道误差

将趋于滑动曲面（"+）上同步平衡点 $
证明：令系统的 ./’01234 函 数 为 (（ &）! +,-

’)（ &），则由（""）式和（=）式可得

)(（ &）! ’（ &）’·（ &）! ’（ &） !
##"

$ ! "
%$"·$（ &( )） < "·#（ &[ ]）

! ’（ & (）!
##"

$ ! "
%$"$<"（ &）< +（ "，&）

<!->（ " < .，&）<&（*（ &））<’（ & )）

# ; ’（ &） (; !
##"

$ ! "
; %$"$<"（ &）; < ; +（ "，&）;

<%""," <% )) < ’（ &）&（*）$ （"=）

另外，根据（":）式和（:）式可推得

*（ &）&（*（ &））! #"#5672（ ’（ &））&（*（ &））

$$"")
#

)［5672（ ’（ &））］) $ （"?）

因为 ’)（ &）$+，故有

#"#’)（ &）5672（ ’（ &））&（*（ &））

$$"")
#

) ’)（ &）［5672（ ’（ &））］)

%#"#’（ &）; ’（ &）;&（*（ &））

$$"")
#

) ; ’（ &）; )% ’（ &）&（*（ &））

##$""# ; ’（ &）; $ （"@）

将（"@）式代入（"=）式，可得

’（ &）’·（ &）#（" #$""）# ; ’（ &）; $ （)+）

由（":）式知" 8 "9$"，因此可断定条件式（"-）一直

被满足，故命题真 $

- , 仿真实验结果

为了说明控制器的有效性，可考虑如下具有非

线性输入的不确定主从 A1BB627CD3E&F5 系统

.·" ! .)，

.·) ! # /" ." # /.) # .G
" < 0H35（(&{

），
（)"）

和

1·" ! 1)，

1·) ! # />" 1" # />1) # 1G
" <!->（1）

<’（ &）< 0> H35（(> &）<&（*（ &））
{

$

（))）

虽然系统（))）中含有不确定项!->（ 1）和外部噪声

干扰’（ &），但基于控制策略式（":），在非线性输入

&（*（ &））的作用下可使从系统（))）与主系统（)"）

同步 $
作者已用几种系统混沌的定量判据确认了当选

取主系统（)"）的参数 /" ! # "，/ ! +,)-，0 ! +,G 和

( ! "，从系统（))）的参数 />" ! # ","，/> ! +,G，0> !
+,% 和(> ! "," 时，主系统（)"）和从系统（))）处于混

沌态 $
图 " 为选取上述参数时主系统（)"）和从系统

（))）的吸引子 $ 构造主系统（)"）和从系统（))）的吸

:?-) 物 理 学 报 -% 卷



引子，方 法 是 选 择 一 个 合 适 的 时 间 步 长，由 四 阶

!"#$%&’"(() 法去求解方程（*+）和方程（**）, 选取初

始点为（!+，!*）-（+，+）和（ "+，"*）-（*，*），计算时

方程（*+）和方程（**）最初的 *... 次运算被抛弃，以

保证系统的轨道已收敛到吸引子上，然后再让方程

（*+）和方程（**）运算 +. 万次，即可构造出主系统

（*+）和从系统（**）的吸引子 ,

图 * 主从 /"001#$&2345%6 系统的吸引子

根据 78)669%8$%8 和 :83;);;1) 所提出关联维数

#* 的算法［+<］，作者利用主系统（*+）和从系统（**）运

算 *... 次后所得 !+ 和 "+ 序列，选取如下参数：采

样频率为 +2=；嵌入维数 $ 值是经过多次试算，发

现所得吸引子的 #* 趋于稳定时得到的；数据总量

为 +.... ,本文计算出图 * 中吸引子的 #*（见表 +）,
本文又采用 >%#%((1# 等人提出的计算微分方程组最

大 ?@)A"#3B 指数!+ 的方法［+C］，计算了主系统（*+）

和从系统（**）吸引子的!+，如表 + 所示 , 由表 + 可

知，图 * 所给出主系统（*+）和从系统（**）吸引子的

关联维数 #* 均为分数、最大 ?@)A"#3B 指数!+ 皆为

正值，这表明此时主系统（*+）和从系统（**）的运动

是混沌的，即图 * 给出的是奇怪吸引子 ,

表 + 主从系统的关联维数 #* 和最大 ?@)A"#3B 指数!+

系统 #* !+

主系统（*+） +DE*F G .D.H< .DI<E G .D..*
从系统（**） +DJCJ G .D.<< .DIJ< G .D..*

（)）% - <6 时控制器打开

（9）% - <6 时控制器打开：+— !+（ %），*— "+（ %）

（;）% - <6 时控制器打开：+— !*（ %），*— "*（ %）

图 I 滑动曲面 &（ %）和系统轨道 !+（ %），"’（ %）（ ’ - +，*）随时间 %

的响应曲线
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为了证明滑模控制器的有效性，可选取

!!!"（"）! #!$!#! % &’$!#!，

"（ $）% &’()*+（#$）{ ,
定义非线性输入

$（%（ $））%［& ,- . & ,/+01（%（ $））］%（ $）,（(/）

由（(/）式可知%$ % & ,/ 和%( % &’2 ,这样可选取& %
/’3 4 $5&’/，满足定理 $ 的要求 ,

根据（$&）式，可知滑动曲面为

&（ $）% ’$ ((（ $）. ((（ $）,
根据（$/）式，选取 ’$ % / 时将导致稳定的滑动模运

动 ,选取主从系统（($）和（((）的初始点分别为（ )$，

)(）%（$，$）和（ "$，"(）%（(，(），所得仿真结果分别

如图 / 和图 6 所示 , 显然，当 $ % 3+ 时控制器打开

后，由图 / 可见滑动曲面 &（ $）很快趋于稳定的平衡

点（图 /（7）），)$（ $）和 "$（ $）或 )(（ $）和 "(（ $）很快达

到了惊人的一致性（图 /（8），/（)）），即主从两个混

沌系统达到了准确同步 ,
从主从系统的轨道误差向量的相图和轨道误差

向量随时间的响应（图 6），还可进一步验证上述主

从混沌系统同步 ,从图 6（7）可见轨道误差向量 ($（ $）
和 ((（ $）在相空间的运动轨迹趋于不动点———原

点，且当 $ % 3+ 时控制器打开后，($（ $）和 ((（ $）很快

达到了惊人的一致性———零点（图 6（8）），这再次证

明了主从混沌系统达到完全同步 ,

（7）相图，$ % 3+ 时控制器打开 （8）$ % 3+ 时控制器打开：$— ($（ $），(— ((（ $）

图 6 轨道误差向量的相图和随时间 $ 的响应曲线

-’ 结 论

本文分析了一个具有扇区非线性输入且含有参

数不确定性以及外部干扰的主从混沌系统的同步控

制问题 ,设计了一类同步滑模变结构控制器，从理论

上证明了该控制器的有效性，实现了主从混沌系统

的同步控制，并且克服了受控系统参数的不确定以

及外部噪声干扰等不确定因素，实现了鲁棒控制的

目的 ,最后通过对两个主从 9:;;01<=>*?@A+ 系统的仿

真研究，验证了该控制器的有效性 ,

［$］ >: B C (&&/ *+(,-($.’& /01 2334.’/$.,0 ,! 5/-./64( 7$-%’$%-( 8,0$-,4
（DA0E01<：F)0A1)A GHA++）IJ7K,$（01 IJ01A+A）［胡耀明 (&&/ 变结构

控制理论与应用（北京：科学出版社）第一章］

［(］ L7* M D $22& *+(,-($.’& 9,%01/$.,0 ,! 5/-./64( 7$-%’$%-( 8,0$-,4
（DA0E01<：IJ01A+A F)0A1)A 71N OA)J1*?*<P GHA++）IJ7K, $（ 01

IJ01A+A）［高为炳 $22& 变结构控制理论基础（北京：中国科学

技术出版社）第一章］

［/］ Q0: R I，M71< S，FJ0 C 71N L7* T M (&&( 2’$/ :+"& , 7.0 , !"

(U&U（01 IJ01A+A）［刘福才、王 娟、石 淼、高秀伟 (&&( 物理

学报 !" (U&U］

［6］ VWW X，LHA8*<0 I 71N B*HYA S Z $22& :+"& , ;(< , =($$ , #$ $$2-

［3］ GA)*H7 Q C 71N I7HH*?? O Q $22& :+"& , ;(< , =($$ , #$ [($
［-］ IJA1 L 71N 9*1< T $22[ 9-,> 8+/,& $, ?-1(-：@($+,1,4,A.(&，

:(-&3(’$.<(& /01 2334.’/$.,0&（F01<7K*HA：M*H?N F)0A1W0;0)）IJ7K,$
［U］ M71< L \，B: T Q 71N IJA1 F L (&&$ 8+/,$.’ 8,0$-,4，

7"0’+-,0.B/$.,0 /01 C$.4.B.0A（DA0E01<：]7W0*17? 9A;A1)A ^1N:+WHP

GHA++）IJ7K,-（01 IJ01A+A）［王光瑞、于熙龄、陈式刚 (&&$ 混沌

的控制、同步与利用（北京：国防工业出版社）第六章］

［[］ L:71 T G，R71 _ G，IJA1 I Q 71N >:7 I I (&&( 8+/,$.’ 8,0$-,4

/01 .$& 2334.’/$.,0 ,0 7(’%-( 8,>>%0.’/$.,0（ DA0E01<：]7W0*17?

9A;A1)A ^1N:+WHP GHA++）IJ7K,6（01 IJ01A+A）［关新平、范正平、陈

彩莲、华长春 (&&( 混沌控制及其在保密通信中的应用（北
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Absent Image
File: 0



京：国防工业出版社）第四章］

［!］ "#$% & ’ ())* !"#$% &’ (") !$*+,)- .$’,&’)#/&(0 10%()*（+,-.-$%：

/0,1234$-15 6$785239 :3,55）;<#=>*（-$ ;<-$,5,）［王兴元 ())* 复

杂非线性系统中的混沌（北京：电子工业出版社）第三章］

［?)］ ;<,$ ; @ #$7 @-$ " ’ ?!!A 2$3/’#, $4 10%()*% 5 !$’(/$,

6’7&’))/&’7 !"" AB
［??］ ’#8 C D，;<,$ ; E #$7 ;<,$ ; @ ())) 8’( > 2 > 9&43/: > !"#$% "#

??*!

［?(］ D5#- C C，F8< ; ; #$7 ;<#$% ; G ())( !"#$%，1$,&(&$’% ;/#:( > "$

H(A
［?*］ ’#8 C D #$7 ’#$ I I ())J !"#$%，1$,&(&$’% ;/#:( > "% K!?
［?J］ ’#8 C D ())J !"#$%，1$,&(&$’% ;/#:( > !! *J?
［?B］ "#$% & ’ ())( !"&’)%) 1:& > 93,, > $& ()J(
［?H］ "#$% & ’ ())* !"&’)%) 2$3/’#, $4 !$*+3(#(&$’#, <"0%&:% !# JBK（-$

;<-$,5,）［王兴元 ())* 计算物理 !# JBK］

!"#$#%& ’($) *(%+,(" -(, +.) /0%*.,(%#12+#(% (- ’2/+),’/"23)
*.2(+#* /0/+)’/ 4#+. /)*+(, %(%"#%)2, #%56+

"#$% &-$%L’8#$M @-8 N-$%
（1:"$$, $4 6,):(/$’&: 5 8’4$/*#(&$’ 6’7&’))/&’7，=#,&#’ >’&?)/%&(0 $4 @):"’$,$70，=#,&#’ ??H)(J）

（O,1,-P,7 ( Q8%852 ())J；3,P-5,7 R#$8513-=2 3,1,-P,7 (A S124T,3 ())J）

QT523#12
D<-5 =#=,3 #$#095,5 2<, 59$1<34$-U#2-4$ 14$2340 V43 # 10#55 4V R#52,3L50#P, 1<#42-1 5952,R5 W-2< =#3#R,2,3 8$1,32#-$2-,5，

,X2,3$#0 $4-5, 7-5283T#$1,5 #$7 5,1243 $4$0-$,#3 -$=82 > 62 7,5-%$5 # 10#55 4V 50-7-$% R47, 14$23400,35 V43 1<#45 59$1<34$-U#2-4$，

2,52-V9-$% 2<,43,2-1#009 2<#2 2<, ,VV,12-P,$,55 4V 2<, 14$23400,3 -5 T,94$7 2<, -R=#12 V34R 2<, =#3#R,2,3 8$1,32#-$2-,5 #$7 ,X2,3$#0
$4-5, 7-5283T#$1,5 4V 2<, 5952,R 8$7,3 14$2340 #$7 2<85 -2 -5 4V 5234$% 34T852 $#283, > F-$#009，2<, ,VV,12-P,$,55 4V 2<-5 Y-$7 4V
14$23400,3 -5 #054 =34P,7 T9 $8R,3-1#0 5-R80#2-4$5 V43 2<, R#52,3L50#P, Z8VV-$%LC40R,5 5952,R5>

()*+,-./：1<#45 59$1<34$-U#2-4$，50-7-$% R47, P#3-#T0, 52381283, 14$2340，5,1243 $4$0-$,#3 -$=825，8$1,32#-$29
0122：)BJB，)BBB

!:34.,12 58==432,7 T9 2<, G#2-4$#0 G#283#0 [1-,$1, F48$7#2-4$ 4V ;<-$#（\3#$2 G4> H!!AJ))K）#$7 2<, [8=,3-43 ]$-P,35-29 [1-,$1, D,1<$404%9 O,5,#31<

:34.,12 4V /781#2-4$ C#00 4V @-#4$-$% :34P-$1,，;<-$#（\3#$2 G4>())J))K?）>
M/LR#-0：W#$%X9^7082 > ,78> 1$

!KB(H 期 王兴元等：用滑模控制方法实现具有扇区非线性输入的主从混沌系统同步


