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利用边界层型函数，研究了 )*+,事件随机动力学的某一模型，给出了这一问题的 ! 阶渐近展开式，将相关结
论应用于特殊的 )*+,事件，并得到了零阶渐近解，为分析 )*+,事件的变化状态提供了依据 -
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" 1 引 言

南方涛动和 )2 *345678 *345（厄尔尼诺6拉尼娜）
分别是发生在热带大气和海洋中的异常事件 -通常
人们将南方涛动与 )2 *345循环描述成一个统一的
气候现象，简称为 )*+,- )*+, 不但影响区域和全
球气候，而且还以其对全球广大地区带来严重旱涝

等灾害而受到全世界人们的重视 -因此，对 )*+,的
研究是十分有意义 -文献［"］运用高阶奇异谱分析
法、文献［$］运用混沌时间序列的时滞判定法、文献
［!］运用自忆性原理分别研究了 )*+,生命史和冷
暖位相不对称性的问题以及年际平均气候冷暖态的

变化，东亚季风等对 )*+,的影响 -其他作者也有一
些研究［%—(］-但由于海9气相互作用的复杂性和非线
性［&—$%］，使得这一问题的研究十分困难 -例如文献
［"$］研究了一类海表温度距平 ++:（"）和温跃层厚
度（#）的 )*+,事件随机动力学方程：

!"
!$ ; %" " < %$ # < %! "$ = %!!>"# = $"! <"（ $），

!#
!$ ; $&# = &" = $#! <"（ $），

其中

%" ;""">’ <""">( =#>)，
%$ ; =!""">(，

%! ;#$
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这里，"""( 是东西两处的温度差；"""’ 是混合层底部

温跃层垂直温度差；#) 是海表温度距平异常处的牛

顿冷却系数；!是海表温度距平上的温跃层位移的
度量；& 是海 =气偶#的函数，它表示赤道 ?@2A3B波
和 C5DDEF 波对温跃层的共同影响效果；* ;

" =
+"( )+

,#

,( )
$

$

，+ 表示温跃层的温度，+" 表示混

合层的深度，,# 是变形的海洋 C5DDEF 半径，,) 是

)GH8B传播长度的标度；"（ $）为 )*+,事件系统内
部与系统外部的随机噪声 -我们引进新的变量 -
令

( ; #$" =
%!

#! $
，- ; #$#，

则有

I(
I $ ;#" ( = (! =$"（( = -）<!(- <"（ $），

I-
I $ ;#$ - = -! =$$（( = -）<"（ $），

其中#" ; %" < %$ < %$
!（" =!>）6.，$" ; %$ = %$

!!> 6.，

! ; =#$$ %!!>，#$ ; &，$$ ; = &，!> 为耦合交换系

数，且 %"，%$，%!，.>，& 为可调参数 -因此，适当调整
参量使#" ;#$ ;#，$" ;$$ ;$，则有

I(
I $ ;#( = (! =$（( = -）<!(- <"（ $），

I-
I $ ;#- = -! =$（- = (）<"（ $）-
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假设!（ !）为白噪声，且 ! "（ !）" # $，!!（ !%）

!（ !）" # &#（ ! ’ !%），# 为噪声强度 (与化学中薛洛
格（)*+,-+）化学反应模型进行类比可以发现，式中"
可以认为海表温度距平 )).（"）和温跃层（ $）之间
的扩散，#%& 为一交叉项，且#为一小量，"" $(
当海表温度距平 )).（ "）和温跃层（ $）之间的

扩散"很小，以及温跃层（$）的变化很小时的情形，
/0)1事件随机动力学方程为

2%
2 ! #$% ’ %3 ’"（% ’ &）4#%& 4!（ !）

# ’（%，&，!，"）， （5）

"
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2 ! #%& ’ &3 ’"（% ’ &）4!（ !）

!(（%，&，!，"）， （&）
%（$，"）# )（"），&（$，"）# *（"）， （3）

其中 ’（%，&，!，"）6"
7

+ # $
’+（%，&，!）"+，(（%，&，!，"）
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7

+ #$
(+（%，&，!）"+，)（"）6"

7
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+ #$
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% ##&" ’ ,
#3 &
，& ##&$，,，$，%，#为常数，"为正

的小参数，!（ !）为 /0)1事件系统或系统外部的随
机噪声 (
我们将利用边界层型函数［8，&9，&:］，构造问题

（5）—（3）解的 - 阶渐近展开式，并应用于更特殊的
问题，进而为研究 /0)1事件的变化状态提供依据 (

& ; 理论探讨

我们作如下假设：［.5］存在连续可微函数&
（%，!），使得

($（%，&（%，!），!）# $，
且使非线性初值问题

2%
2 ! # ’$（%，&（%，!），!）!$/（%，!），

%（$）# )$

在某个有界闭区间［$，!$］上（ !$ " $）有解 0$（ !）［5$］，
并在［$，!$］上存在常数 1 " $，使得

($&（0$（ !），2$（ !），!）%’ 1，
其中 2$（ !）#&（%$（ !），!）(
［.&］对一切介于 2$（$）和 *$ 之间的值’及上
述常数 1，有

($&（0$（$），’，$）%’ 1 (
在上述假设下，我们来构造问题（5）—（3）的渐

近解 ( 当"& $ 时，在（$，!$］上问题（5）—（3）以
（0$（ !），2$（ !））作为其极限解 (但一般情况下 0$（$）

# )，2$（$）’* (因此，%（ !，"）当"&$时将在［$，!$］
上一致收敛，而 2$（ !）通常是非一致的 (为获得问题
（5）—（3）的渐近解，我们引入伸展变量

( # !
"
，

来寻找如下形式的解：

%（ !，"）# 0（ !，"）4"3（(，"），
&（ !，"）# 2（ !，"）4 -（(，"），

其中当"&$时，0，2，3 和 - 都具有渐近级数展开
式，即

0（ !，"）6 "
7

+ # $
0+（ !）"+，2（ !，"）6 "

7

+ # $
2+（ !）"+，

（<）

3（(，"）6 "
7

+ # $
3+（(）"+，-（(，"）6 "

7

+ # $
-+（(）"+，

（9）
我们还要求 3+ 和 -+（ + # $，5，⋯）当(&7时都趋于
零 (
因为当 ! " $ 时，渐近解由外部解给出，所以

（0（ !，"），2（ !，"））在形式上必须满足（5）式 (将（<）
式代入（5）式，由于（0$，2$）是退化问题的解，故当"
# $时等式成立 (利用 ’，( 在（0$，2$，!，$）附近的

.=>+,?展开式，并比较"+（ + # 5，&，⋯）同次幂的系数，
得到

20+

2 ! # ’$%（0$，2$，!）0+

4 ’$&（0$，2$，!）2+ 4 4+’5（ !）， （:）

$ # ($&（0$，2$，!）2+ 4 5+’5（ !）， （@）
其中 ’$% #$ ’ 3%& 4#&，’$& ##%，($& #% ’ 3&&，

4$（ !）# ’5（ 0$，2$，!），5$（ !）# (5（ 0$，2$，!）’
22$

2 ! ，4+ ’ 5和 5+ ’ 5（ + # 5，&，3，⋯）依次由 6 ! + 时的各

0+ 和 2+ 所决定 (
由假设［.5］知 ($&在［$，!$］上不等于零，于是

由（@）可求得
2+（ !）# ’ 5+’5（ !）A($&（0$，2$，!）( （B）
又因为 0+ 满足初值

0+（$）# )+ ’ 3+’5（$）， （8）
于是，将（B）式代入（:）式后，由（:）式和（8）式 0+ 就

可作为一阶线性方程的解而唯一地求得 (也就是说，
只要知道 3+ ’ 5（$）（ + # 5，&，⋯），则外部解（0，2）就
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可逐项地完全确定 !因此，我们还必须求得边界层校
正项的初值 !（"，!）!
将展开式 "（ #，!）# $（ #，!）$!!（"，!）和 %（ #，

!）# &（ #，!）$ ’（"，!）代入（%）式，得到边界层校正
项应满足的非线性方程组：

&!
&" # &"

& # ’ &$
& #

# (（$（!"，!）$!!（"，!），&（!"，!）
$ ’（"，!），!"，!）
’ (（$（!"，!），&（!"，!），!"，!），（%"）

&’
&" #!

&%
& # ’ &&

&( )#
# )（$（!"，!）$!!（"，!），&（!"，!）
$ ’（"，!），!"，!）
’ )（$（!"，!），&（!"，!），!"，!），（%%）

’（"，!）应满足初始条件
’（"，!）# *（"）’ &（"，!）! （%(）

在（%"）和（%%）中，对"的有限值在（ $"（"），
&"（"）$ ’"（"），"，"）附近进行 )*+,-.展开，并比较同
次幂系数得

&!"

&" # ("（$"（"），&"（"）$ ’"（"），"）

’ ("（$"（"），&"（"），"）

##$"（"）’"（"），
&’"

&" # )"（$"（"），&"（"）$ ’"（"），"）

’ )"（$"（"），&"（"），"）

#$’"（"）’（&"（"）$ ’"（"））/ $ &/
"（"）

#!)"（’"（"））’"（"），
其中!)"（ ’"（"））是利用中值定理而得到的相应偏
导数 !又

’"（"）# *" ’ &"（"）# +，
由假设［,(］知!)"（+）0 ’ -，从而 1 ’"（"）1在一开始
就是减少的，并且当""2时有

1 ’"（"）1# 1（’"（"））1 3’ -" !
由此得到关于 ’"（"）的积分方程：

’"（"）# ’"（"）$$
"

"
’"（ .）!)"（’"（"））& . !

由上式即可求得 ’"（"）!于是，有

!"（"）# ’$
2

"
#$"（"）’"（ .）& . # /（3’ -"），

进而 $%（"）# 0% ’ !"（"）就可确定 !因此，外部展开
中的项（$%（ #），&%（ #））就可唯一确定 !
对于一般的 !1 和 ’1（ 1 # %，(，⋯），我们有

&!1

&" # ("%（$"（"），&"（"）$ ’"（"）!，"）’1（"）

$!21’%（"），
&’1

&" # )"%（$"（"），&"（"）$ ’"（"）!，"）’1（"）

$!31’%（"），
其中!21 ’ %（"）和!31 ’ %（"）可由 !4，’4（ 1 # %，(，⋯，

1 ’ %）逐次确定，并且存在小的常数%4 "，使得
!21’%（"）# /（3’ -（%’%））#!31’%（"）!

又

’1（"）# *1 ’ &1（"）
可逐次求得，故可通过积分线性方程求得 ’1（"），进
而可确定 !1（"）!易证，’1（"）和 !1（"）满足

’1（"）# /（3’ -（%’%））# !1（"），"" 2，
其中%为一个小的正数 !
又因为

$1$%（"）# 01$% ’ !1（"），
所以外部展开式中的 $1 $ %项又可确定 !于是用逐项
递推的方式可求得整个展开式 !即
定理 在假设［,%］和［,(］下，对任意的非负整

数 ’ 和对充分小的正数!，初值问题（%）—（/）存在
如下形式的唯一解：

"（ #，!）# $"（ #）$%
’

1 # %
$1（ #）$ !1’%

#( )( )! !1

$ /（!’$%），

%（ #，!）#%
’

1 # %
&1（ #）$ ’1

#( )( )! !1 $ /（!’$%），

"# # # #"，" 0!& % !
定理的正确性可参见文献［%%］!

/ 5 应 用

我们取& # "，$4 "，0" # "，*"’
(($
( ，则问题

（%）—（/）可化为如下形式：
&"
& # # ’ "/ ’!（" ’ %）， （%/）

!
&%
& # #$% ’ %/ ’!（" ’ %）， （%6）

"（"，!）# 0（!），%（"，!）# *（!）， （%7）
问题（%/）—（%7）的退化问题为

&"
& # # ’ "/ ) ("（"，%），

" #$% ’ %/ ) )"（"，%），
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!（!，!）" !#

取退化问题的解为 "! " !，#! "!!#易于验证，

$!% "!$ %%& #若取 & "!&，则对任意的 ’! ’ !，当 ’"

［!，’!］时，有 $!%（"!（ ’），#!（ ’），’）" $ &!# $ & #对

于介于 #!（!）"!!和 (! 之间的所有值"，有

$!%（"!（!），"，!）"! $ &"& #! $ % &!!( )&

&

" $ !& " $ & #

于是，由本文第二部分定理知，问题（(%）—（()）存在
渐近解 #为简单起见，下面我们来求其零阶渐近解 #
将（*）式代入（(%）—（()）式得到

+#!

+ ’ "!#( $ %#&
! #( $（"! $ #!），

解之得

#(（ ’）" !!&!
#

再将 !（ ’，#）" "（ ’，#）,#)（$，#），%（ ’，#）"

#（ ’，#）, *（$，#）其中$" ’( )# 代入（(%）—（()）式
得到边界层校正项应满足

+*
+ + "!* $ %#& * $ %#*& $ *% $#（#) $ *），

"（!，#）,#)（!，#）" ,（#），
#（!，#）, *（!，#）" (（#）#

由此得

+*!

+ + " $ *!（&! , %!!*! , *!），

#!（!）, *!（!）" (!，

解之得

*&!（*! , &!!）
%

（&! , %!!*! , *&!）（*! $!!）
% " $ *!$ , -&，（(-）

其中

-& "
*&
!（!）（*!（!）, &!!）

%

（&! , %!!*!（!）, *&（!））（*!（!）$!!）
%
，

*!（!）"!! $!!# （(.）
于是，问题（(%）—（()）式的零阶渐近解为

! " !，% " !! , *!（$），
其中 *!（$）由（(-）—（(.）式确定 #

* / 结 论

本文首先研究了 0123事件的某一特殊模型，
即海表温度距平 224（.）和温跃层（/）之间的扩散#
很小，以及温跃层（/）的变化很小时的情形，在适当
的假设条件下，得到了这一模型的 * 阶渐近解 #然
后，我们将由相关结论应用到特殊的 0123事件模
型，并给出了零阶渐近解 #本文的结果说明只要测得
了 0123事件的初始状态，我们就可以利用本文的
结果求得 !，% 的渐近解，进而可以求得海表温度距
平 . 和温跃层厚度 / #这就为分析和研究 0123事
件的变化状态提供了理论依据，为模拟实验提供了

可能 #同时，我们也可以看出，即使对一个特殊的问
题，其计算量也非常大，有时甚至难以求得显式解 #
因此，近似求解 "0，#0，)0 和 *0（ 0 " !，(，⋯）已成为
利用本文所述方法求解和解释 0123事件的关键，
这里不再赘述 #
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