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采用一个包含坐标伸缩系数的简单有效的变分波函数，同时考虑到核的运动，利用 )*+,-.*+/0*语言开发了一
个用变分法计算三体问题的程序，对氦原子和类氦离子（12，1-，3/4，5-4 4，5% 4，6( 4，7’ 4，89 4）的非相对论基态能

量和解析波函数进行了变分计算 :在此基础上，对非相对论哈密顿量进行相对论和辐射修正，并考虑到有限核电荷
半径的影响，得到了氦原子和类氦离子高精度的基态能量值 :
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! I 引 言

众所周知，多体问题中最基本、最典型的就是三

体问题（12，1-，3/4，5-4 4，⋯）:通过对这一问题的
研究，人们可以寻求解决多体问题的方法，掌握构造

波函数的思路 :在过去的 $&多年中，人们用诸如有
限元方法［!，#］、超球谐函数方法［%，(］和变分法等技巧

对此问题进行了广泛的研究，但变分法始终是研究

此问题最有力的一种工具 :
在早期，计算机比较庞大且昂贵，科研人员的工

作主要集中在对氦原子和类氦离子模型的研究上，

希望寻找尽可能简洁的变分函数 :近年来，随着计算
机计算功能的不断提高，人们开始转向对氦原子和

类氦离子的变分能量计算精度的追求 :
!J’K年，L-M-N/E［’，9］在 1B@@-N**E［$］工作的基础上

提出了一个精确的有关联的变分波函数（1B@@-N**E
坐标）：

!（ !，"，#）O -2 !P#" $%&’!%#&"’， （!）

得到了精度很高的库仑三体问题的系统基态能量 :
!J99年，<N*HMQREM/和 L-M-N/E［K，J］在变分波函数

（!）中加入对数因子，提出了下面形式的变分函数：

!（ !，"，#）O -2 (!" $%&’)* !%#&"’（ !# 4 "#）)P#（@H !）* :

（#）
之后，<N-AHG 等人［!&］又对上述变分函数做了改进，
其形式如下：

!（ !，"，#）O -2 !P#" $%&’)* !%#&"’（@H !）#， （%）

发现引入对数因子对二电子原子体系的能量有实质

性的改进 :
后来，SN*M-和 T*H［!!，!#］用推广的 1B@@-N**E波函

数形式，构造了双基组波函数

!（ !!，!#）O" $+
)*(,)! ,*# ,(!# -2"+,! 2#+,#

4" $-
)*(,)! ,*# ,(!# -2"-,! 2#-,#， （(）

并对氦原子的能量进行了计算，三体体系的能量又

有了很大改进 :但在四体问题计算时出现了困难，因
提高其精度需要的波函数项数太多 :

UQNQVQW［!%］在此基础上引入了复指数，用了下列
形式的变分函数：

!（ !!，!!）O"｛.)X-［-CY（2") ,! 2#) ,# 2$) ,!#）］

4 /) Z.［-CY（2") ,! 2#) ,# 2$) ,!#）］｝

[ 0 12
%! %#
（ !!，!#）， （’）

得到了精度非常高的氦原子能量 :
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上述计算工作大多是用 !"#$#%& 等语言编写的
程序来完成，这些程序具有计算速度快和精度较高

的优点 ’但是近年来，(%$)%* 和 (%$+,-%$./% 等符号
语言的使用愈来愈广泛，这些语言所编制的程序，不

仅符号推演功能很强，而且还具有数据可靠性好、计

算精度高、物理意义明确以及便于作图等优点 ’本文
采用包含坐标伸缩参数 ! 的变分波函数［01—02］

!（ !0，!3）4!（!"，!#，!$）

4 ,5 !"! %&’(（!"）&（!#）3’（!$）(，

" 4 )0 6 )3，# 4 5 )0 6 )3，$ 4 )03，
（2）

其中 !0和 !3表示电子相对于原子核的位置；"，# 和
$ 称为 78)),#%%9坐标［:］；! 是一个坐标伸缩参数 ’我
们利用 (%$+,-%$./%语言开发了一个用变分法对三
体问题进行计算的程序，然后运用坐标尺度伸缩的

变分方法，对氦原子和类氦离子（75，7,，;.6，
<,6 6，<= 6，>1 6，?@6，A26）的基态能量进行了计算 ’
在此基础上，对非相对论哈密顿量进行了"3，"3 B*，

"=和"= B* 阶相对论和辐射修正，并考虑到有限核
电荷半径 +?的影响，得到了氦原子和类氦离子高精

度的基态能量值 ’

3 C 理论与方法

根据变分原理，一个体系的薛定谔基态能量 ,D

及相应的波函数!可由下式计算得到：

,D 4 -.&
!

"!# -D!E#

"!#!E#
’ （:）

对于氦原子和类氦离子，本文变分波函数取（2）式，
哈密顿量取为考虑核运动的非相对论形式

-D 4 0
3 "3

0 6 0
3 "3

3 6 0
3*#3 5 .

)0
5 .
)3

6 0
)03

’

（F）
因为研究系统的内部结构仅需考虑系统的相对运动

动能，而不需考虑其平动动能，故本文中选取质心系

坐标 ’（F）式中 "0，3和 # 4 5 "0 5 "3分别为质心系中

电子和核的动量，* 为核的质量，. 为核的电荷 ’
下面对非相对论哈密顿量（F）式进行相对论和

辐射修正 ’ <#,.$"3和"3 B* 阶修正可用下面的算符
表示［0:］：

-（3） 4"
3 {F 5 "1

0 6 "1
3 6 0

*= #( )1

5 1
"0·"3

)03
6
!03（ !03·"0）·"3

)=0[ ]
3

6 1.
*

"0·#
)0

6
!0（ !0·"0）·#

)=0
6（0$ 3[ ]）

6 3.（"0·$0 6 "3·$3）

6 1 $0 G "0 6 3
!03 G "3

)=0( )
3
·%0

6 1 $3 G "3 6 3
!30 G "0

)=0( )
3
·%3

5 21!
=（%0·%3）$（ !03）

6 F
)=03

%0·%3 5
=（%0· !03）（%3· !03）

)30[ ]
3

}H ，（I）
其中 $0 4 5 J#%E0 /（/ 4 . B )0 6 . B )3 5 0B )03）为核与

第二个电子产生的库仑场 ’对于基态，量子数 0，1
和 2 全为零并且没有精细结构的劈裂 ’在此修正中
明确地考虑核的自旋和电子的总自旋都为零，并用

单态下电子自旋乘积的本征值 5 =B1 代替算子 %0·

%3 ’对基态，方程（I）的算子期望值为

$,（3） 4"3〈5
"1
0 6 "1

3

F 5 #1

F*= 6!.
$（!0）6$（!3）

3

6!$（!03）5
0
3

"0·"3

)03
6
!03（!03·"0）·"3

)=0[ ]
3

6 .
3*

"0·#
)0

6
!0（!0·"0）·#

)=0
6（0$ 3[ ]）〉’
（0D）

本文中的尖括号表示对非相对论基态波函数求期望

值 ’
对非相对论能量的"=和"= B* 阶修正可表示如

下［0F］：

$,（=） 4" {= 1.
= 5 3)&" 5% 6 0I( )=D〈$（!0）6$（!3）〉

6 01
= )&" 6 021( )0@ $（!03）

6 :
=!
〈

)&)03 6&
)303

.&·"〉

6 3.3

=* 5 )&" 5 1% 6 =0( )= 〈$（!0）6$（!3）〉

6 :.3

=!*
〈

)&)0 6&
)30

.&0·"0 6（0$ 3 }）〉 ’（00）

其中

&0 4
!0
)0
， &3 4

!3
)3
， & 4

!03
)03
，
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! ! " !

!

! " ! "
""#$
， （#$）

!! %&’(($ 为 )*+,-常数，"为 .,/0, 对数［#1］，定义
如下

" !
〈（!# 2 !$）（" " #）+3［$（" " #）］（!# 2 !$）〉
〈（!# 2 !$）（" " #）（!# 2 !$）〉

4

（#5）
对于基态，其具体取值引用文献［$%］，具体参见表 #&

表 # .,/0,对数的具体取值［$%］

6" 6, 78 2 .,2 2 .5 2 9: 2 ;’ 2 <= 2

" $&11$1( :&5(%#’1 ’&#(1>:> ’&(’’%1# =&$%5 =&’=( =&>(= (&#:#>5#

有限核电荷半径 $; ! #&=(5（#）?@［1］对氦原子
和类氦离子基态能量的贡献为

##A0- ! $$%%
5 $$

;〈#（ "#）2#（ "$）〉4 （#:）

5& 计算与结果

我们将非相对论哈密顿量写为如下形式

"%（ &，’，(）! )（ &，’，(）2 *（ &，’，(）4（#’）
其中 )（ &，’，(）是动能算符，*（ &，’，(）是势能算
符 4非相对论基态能量为

#% !
+$!&"（ &，’，(）)（ &，’，(）&（ &，’，(）B’ 2 +!&"（ &，’，(）*（ &，’，(）&（ &，’，(）B’

!&"（ &，’，(）&（ &，’，(）B’
4 （#=）

其中

&（ &，’，(）! ," &# ,-./&- ’$.(/ （#(）

为伸缩后的波函数 4如果动能项用 0 表示，势能项
用 1 表示，分母上的归一化项用 2 表示，则（#=）式
可写为

#% ! +$ 0 2 +1
2 4 （#>）

在 6C++,-DDE坐标下 0，1 与2 的具体表达式如下：

0 !!
F

%
B &!

&

%
B(!

(

" (
B ’$$｛(（ &$ " ’$）［（"&&）

$

2（"(&）
$ 2（"’&）

$］" $ &（ ’$ " ($）"&&"(&
2 $ ’（ &$ " ($）"’&"(& 2 $(［（ &$ " ($）（"&&）

$

"（ ’$ " ($）（"’&）
$］G3｝， （#1）

1 ! "!
F

%
B &!

&

%
B(!

(

" (
B ’$$（:%&( " &$ 2 ’$）&

$，（$%）

2 !!
F

%
B &!

&

%
B(!

(

" (
B ’$$ (（ &$ " ’$）&

$ 4 （$#）

在对 #%进行变分求解最小值的第一种方法中，首先

对 + 进行处理 4函数 #%（ +）是开口向上的二次抛物

线，当 B#%（+）GB+ ! % 即 + ! " 1 G$0 时#%有最小值

#% ! " 1$

:20 4 （$$）

这使变分参数少了一个，不过函数比较复杂 4另一种
方法是把 + 作为变分参数直接对所有的变分参数
进行变分而求解（#>）式中 #%的最小值 4从形式看，

后一种方法将会简化计算，因为其 #%的表达式中无

论是分子还是分母都比较简单些 4表 $是用此两种
方法对 .,2 2（% ! :）进行不同的基函数项数 4 的计
算值 4从表 $中的数据可以看出，随着 4 的增大，变
分能量值越来越低，且很快地趋向某一个数值，此数

值高于实验值 " #5&=’==%’=#D4 * 4，说明考虑核的运
动后变分能量得到了很好的改进 4此外，在同一 4
下用第二种方法计算出的变分能量值均比第一种方

法计算出的低，这说明在 4 有限的情况下把 + 作为
变分参数的方法将会改进计算结果 4不过由于此差
别远远小于二阶及三阶相对论修正值，后面对氦原

子及类氦离子变分能量的计算仍然采用第一种方

法 4

表 $ .,2 2（% ! :）在两种方法下不同基函数项数 4 对应的非

相对论能量基态 #% !及坐标伸缩系数 +!的计算值（% ! :）4下标 !

! #表示不把 +看成变分参数情形，其 #%#对应（$$）式；! ! $表

示 +为变分参数情形，其 #%$对应（#>）式

4 #%# G（D4 *4） #%$ G（D4 *4） +# +$

#% " #5&=’::%::##($= " #5&=’::%::##(5# :&%(11(1>’>’ :&%>%%5%(11$

$% " #5&=’:=>5::$>:# " #5&=’:=>5::$>:$ :&:>#’=$’%=> :&:>#:(’#(#$

5% " #5&=’:(%’%=:’=( " #5&=’:(%’%=:’=> :&(%>’#1((1’ :&(%>’:$(>1%

:% " #5&=’:(%>##>:#5 " #5&=’:(%>##>:(5 :&1(##>#>55’ :&1(%1(:#’:>

’% " #5&=’:(%>:1:#(> " #5&=’:(%>:1>$5( :&1’’1%%15>1 :&15>(5(%(5’

=% " #5&=’:(%>1’>>’: " #5&=’:(%>1’>1%’ ’&#(’’$($$5’ ’&#(:>5>=:%%

(% " #5&=’:(%>11#(5# " #5&=’:(%>11$(#( ’&#(%%(1#$=$ ’&#=>#(=(%:5

下面给出三维 H8-DA#I函数和算子动能的平方

$$=$ 物 理 学 报 ’:卷



在基态下的期望值的表达式 !三维 "#$%&!’函数

!（ !(）和!（ !()）的基态期望值分别为

〈!（ !(）〉*!+")#
)（,，!)）* -$!

.

,

!)#
)（ !，!，!）+ !，

（)/）

〈!（ !()）〉*!+"(#
)（ !(，!(）* -$!

.

,

!)#
)（) !，,，,）+ ! !

（)-）
对于第一个电子，动能的平方的基态期望值的表达

式可写为［(0］

〈"-
(〉*!+"( +")#%

)
(# *!+"( +")（%(#）

) !（)1）

考虑到波函数的交换对称性我们有〈!（ !(）〉 *
〈!（ !)）〉和〈"-

(〉*〈"-
)〉!

表 / 坐标伸缩系数 "以及非相对论能量计算值 #,及其与实验

值 #234的比较（$ * 0,）

" #, 5% ! 6 ! #234 5% ! 6 !［)(］ 相对误差57

89 ,:;01),<(0// 9 ,:1)0--)0<<),<

82 ):/(,-,<;)-= 9 ):<,//,-)=11(( 9 ):<,//=;-= 9 ,:,)=/(

># ? /:01/(/0))<1 9 0:)0</)()1)0,- 9 0:)0=0//); ,:,=,0=

@2? ? 1:(0,,0<();) 9 (/:;1-0,=<<(0/( 9 (/:;1;;,1;( 9 ,:(/===

@/ ? ;:1();),/(-1 9 )):,)<=-10;<,;( 9 )):,/-<)1/; 9 ,:)/,1/

A- ? 0:=1==;1=/), 9 /):-,-0//))<(/< 9 /):-(1=-;0; 9 ,:/-)=-

B1 ? <:),<0,1/==- 9 --:00<;1=(,)0(= 9 --:=,(0-(<; 9 ,:-<)<)

C; ? (,:1<<==1)0;= 9 1<:(1-1/)=-;,;- 9 1<:(<)())1= 9 ,:;/1,1

对不同的核电荷数 %，相关的计算结果列于表
/和表 -中 !其中表 / 中数据为基函数项数 $ * 0,
时用第一种变分法对氦原子和类氦离子计算所得到

的坐标伸缩系数 " 以及在原子单位下非相对论能
量计算值 #,及其与实验值 #234的比较 !从表 /中数
据可见，除了 >#?外，均有 #,大于 #234的规律，这符

合变分原理 !而在文献［1—(1］中，其能量的变分计
算值却低于实验值 !这是因为在这些文献中，没有考
虑核的运动，而核的动能是正的，忽略之则自然会使

能量的变分计算值偏低 !另外，我们对坐标伸缩系数
" 与核电荷数 % 进行了作图，见图 (: 由图 (可见，"
与 % 基本成线性关系，但此关系并不是很严格 !这
是因为 " 在一定程度上表征了核的有效电荷，而我
们考虑的三体问题其结构相同，而核电荷数 % 分别
从 (取到 =，为线性递增关系，其有效电荷自然也基
本成线性递增关系 !表 -中数据为对氦原子和类氦

离子修正后的能量计算值 # 及其与实验值 #234的比

较 !从表中数据可见，修正后的能量值的相对误差基
本上比原来减小了 (到 )个数量级 !

表 - 修正后的能量计算值 #及其与实验值 #234的比较（$ * 0,）

#5% ! 6 ! 相对误差57

89 9 ,:1)0--;);<1//

82 9 ):<,//0=(;)=(/ 9 ,:,,)=;

># ? 9 0:)0<=(;)-)<0( ,:(-=0<

@2? ? 9 (/:;1;11;-;/,1/ ,:,,/;,

@/ ? 9 )):,/-=;0<;;-(0 9 ,:,,);,

A- ? 9 /):-(1<11)<(;-; ,:,,//1

B1 ? 9 --:=,(;)</(0/=( 9 ,:,,)1(

C; ? 9 1<:(</;-/-/()(/ ,:,)1;<

图 ( 坐标伸缩系数 "与核电荷数 %的关系

本文的计算程序采用 D%EF2G%E#&%语言编制 !其
中求能量解析表达式部分直接使用了（(=）至（))）
式，求极小值部分使用了系统函数 H#I+D#I#G6G!因
为 D%EF2G%E#&%语言是一种符号计算工具，本文程序
代码简明易读，且运算的中间过程是完全准确的，唯

有求极小值这一步才会引入误差，而且此误差可以

通过设置精度来控制，我们已保证其远远小于!# !
因此，误差主要来源于两个方面：基函数项数的截断

以及模型的不准确性即高阶相对论及 JK"修正的
忽略 !尽管符号运算所需计算机的内存较大，计算时
间也较多，但综合比较，本文所用的模型简单，物理

意义明确，计算方法简便，计算量较小，易于实现，而

且计算结果的精度和可靠性较高，所以是一种具有

潜力的计算方法 !在原来的工作中［(1，(;］，我们使用
的 是 D%EF2G%E#&%-:(， 而 本 文 则 使 用 了
D%EF2G%E#&%1:,: 我们发现求极小值这一步所需的时
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间比原来大大减少了（基函数项数 ! ! "# 时用
$%&’()%&*+%,-. 需 .## 多个小时，而 $%&’()%&*+%"-#
仅需几分钟）/

, - 结 论

本文采用了一个包含坐标伸缩系数的简单有效

的变分波函数，同时考虑到核的运动，对氦原子和类

氦离子的非相对论基态能量和解析波函数进行了变

分计算 /在此基础上进一步对非相对论哈密顿量进
行了!0，!0 1"，!2和!2 1" 阶相对论和辐射修正，并
考虑到有限核电荷半径的影响，得到了氦原子和类

氦离子高精度的基态能量值 /只要增加基函数项数
并进一步考虑高阶相对论和 345修正，基态能量的
理论计算值将会更好地接近实验值 /

［.］ 6+7(8)%99 : %9; <’(8&=(8 : .>>? #$%& / ’() / 6!" 2?"
［0］ 6+7(8)%99 : .>>@ #$%& / ’() / 6 !# ,0#.
［2］ A*9 B 5 .>>" #$%& / ’(* / $!# . %9; 8(C(8(9+(D &’(8(*9
［,］ E8*F(+ G .>>@ +(,H-./% 0%&1 / $! .>> %9; 8(C(8(9+(D &’(8(*9
［"］ I(7(8*D B A .>"@ #$%& / ’() / %%$ .?,>
［?］ I(7(8*D B A .>"> #$%& / ’() / %%! .0.?
［J］ KLMM(8%%D 4 6 .>0> 2 / #$%& / !" 2,J
［@］ N8%97OPD7* E %9; I(7(8*D B A .>?? #$%& / ’() / %"& ,?
［>］ N8%97OPD7* E %9; I(7(8*D B A .>?? #$%& / ’() / %!’ 2??（4）
［.#］ N8(Q9; 5 4，KQR&%SM( T 5 %9; $O8U%9 : 5 .>@, #$%& / ’() / 6 $(

>@#
［..］ 58%7( V W N %9; X%9 Y B .>>, 3$(4 / #$%& / 5(11 / $$( ,@?
［.0］ 58%7( V W N .>>> #$%& / 067 / Z )* @2

［.2］ EO8OSOF [ \ 0### #$%& / ’() / 6 &% #?,"#2
［.,］ E*9OD’*&% Z .>"? #$%& / ’() / %’! .,>#
［."］ B’(9 X K，Y’%O < B，A*Q X ] %9; Y’%9U A : 0##2 3$89 / : /

;1.4 / ".< / #$%& / $’ ,2J
［.?］ 5Q%9 X <，A*Q X ]，Y’%9U A : 0##, 3$89 / #$%& / 5(11 / $% .J.,
［.J］ E%S*8 I E %9; <%M^(&(8 4 4 .>"J #$%& / ’() / %’) .0"?
［.@］ X(M7’OFD7L 6 0##. #$%& / ’() / 6 &" #?0.#,

X(M’’OFD7L 0##. ’(^H^’1#.#20,.
［.>］ E%S*8 I E %9; <%M^(&(8 4 4 .>"J #$%& / ’() / %’) .0"?
［0#］ :O9%&’%9 5 T，GOS(8& B N，$%MUO8=%&% : %9; :O’9 5 $ 0###

^’LD*+D1###0##"
［0.］ A*;( 5 G .>>> =>9/?..@ .A 3$(48&17% >9/ #$%&86&（_(P XO87：

BGB I8(DD）.#，.J"，.JJ

!"#$"%$&’"( )"()*("%$&’+ "’, #-("%$.$+%$) )&##-)%$&’+ %& %/- ’&’#-("%$.$+%$)
0#&*’, -’-#0$-+ &1 %/- /-($*2 "%&2 "’, %/- /-($*2+($3- $&’+!

A*Q XQH]*%O.）‘ Y’%O Y’(9HKQ%.） W%9U XO9UH3*%9U.） B’(9 XQHKO9U0）
.）（ B9&181C1( .A D$(.7(186>< #$%&86&，5>9E$.C F98)(7&81%，5>9E$.C J2####，3$89>）

0）（06$..< .A 068(96(&，5>9E$.C F98)(7&81% .A D(6$9.<.G%，5>9E$.C J2##"#，3$89>）
（G(+(*F(; 02 :QML 0##,；8(F*D(; )%9QD+8*^& 8(+(*F(; .J _OF()S(8 0##,）

6SD&8%+&
$%&’()%&*+% M%9UQ%U( *D QD(; &O )%7( % ^8OU8%) &’%& +%9 DOMF( &’( &’8((HSO;L ^8OSM() P*&’ F%8*%&*O9%M )(&’O;/ BO9D*;(8*9U

&’( 9Q+M(%8 )O&*O9，&’( 9O98(M%&*F*D&*+ U8OQ9; (9(8U*(D %9; &’( %9%ML&*+ P%F( CQ9+&*O9D OC &’( ’(M*Q) %&O) %9; &’( ’(M*Q)HM*7(
*O9D（Ka，K(，A* b，T(b b，T2 b，B, b，_" b，c? b）%8( ^8(D(9&(; SL QD*9U % D*)^M( (CC(+&*F( F%8*%&*O9%M P%F( CQ9+&*O9 P*&’
% CM(R*SM( ^%8%)(&(8 @ / T%D(; O9 &’(D( 8(DQM&D，&’( *9CMQ(9+( OC % C*9*&( 9Q+M(QD +’%8U( 8%;*QD，&’( 8(M%&*F*D&*+ %9; 8%;*%&*F(
+O88(+&*O9D O9 &’( 9O98(M%&*F*D&*+ K%)*M&O9*%9 %8( ;*D+QDD(;/ Z’( ’*U’ ^8(+*D*O9 F%MQ(D OC &’( ’(M*Q) %&O) %9; &’( ’(M*Q)HM*7(
*O9D U8OQ9; (9(8U*(D %8( (F%MQ%&(;/

,-./0123：’(M*Q) %&O)，’(M*Q)HM*7( *O9，F%8*%&*O9%M )(&’O;，U8OQ9; (9(8UL，8(M%&*F*D&*+ +O88(+&*O9
4566：2.2#:，#,0#N，2.0#6

!I8Od(+& DQ^^O8&(; SL &’( _%&*O9%M _%&Q8%M <+*(9+( NOQ9;%&*O9 OC B’*9%（V8%9& _O/ .#0J"#2#）/
‘4H)%*M：M*QLR#.e D& / M=Q/ (;Q/ +9

,0?0 物 理 学 报 ",卷


