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在前文的基础上求得了简并参量放大系统在位相不匹配情况下的 ()**+,-./012* 方程一个新的解析解，然后通

过准位相匹配（3.4），计算振幅的量子起伏 5 这一结果在不考虑损耗（ ! 6 "）情况下，与已知的按解 7018+9:1 方程求

得的结果为一致 5 对于一般的考虑损耗（ !""）情况，我们也得出损耗系数 ! 对压缩态特性的影响 5
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!上海市教育委员会重点学科基金资助的课题 5

% = 引 言

众所周知，通过参量放大可以获得压缩光 5 为

了获得高效率的频率转换，光学晶体必须满足位相

匹配条件 5 目前人们通常利用各向异性晶体双折射

特性的二次折射位相匹配技术（即 .4 技术）和人为

的在非线性晶体上制备出周期结构的准位相匹配

（3.4）技术 5 但利用各向异性晶体双折射特性实现

位相匹配方法有许多难以克服的缺点，极大地限制

了所用晶体范围和能量转换效率 5 早在 %$&! 年，

>,?@A,)18 等人首次提出了准位相匹配［%］，后来又有

(+B+, 等人 的 进 一 步 研 究［!］，使 得 3.4 得 以 实 现 5
3.4 技术要求周期性的改变非线性系数的符号，实

现位相周期性的反转，就能获得高效率非线性频率

转换 5
关 于 3.4 的 理 论 与 实 验 研 究，较 早 有

C+12D+:*D［E］，F):,:+［#］，以及最近文献［;—$］的工作 5
他们主要是通过求考虑相位匹配和忽略损耗情况下

的波耦合方程 5 但损耗的存在，一般会降低压缩态

光的压缩度是不可忽略的 5 这样对这个理论的应用

会带来一定的局限性 5 特别是，相位匹配情况!! 6
" 就意味着不考虑色散 5 实际上，介质的色散是不

能忽略的，()**+,-./012* 方程应该考虑相位不匹配

效应的影响 5 因为有效传输距离通常只有几微米的

数量级（相干长度 "# 6! G!!，这里!! 表示波矢不

匹配），所以不可能获得很大的参量增益 5 除非相位

补偿 得 到 满 足 5 其 中 一 个 相 位 补 偿 的 方 法 是 由

>,?@A,)18 等人首次提出的 5 每半个相干长度极性就

反转一下，由于这种周期变化补偿了关于抽运场在

每个周期通过信号场积累的相位延迟 5 这种技术称

之为准相位匹配技术 5 据我们所知，参量放大对相

位不匹配以及损耗都很敏感 5 本文在前文的基础

上，首次提出了同时考虑相位不匹配和损耗情况下

的 ()**+,-./012* 方程的一般解 5 并且立刻把这个解

应用于准位相匹配设备后，计算系统振幅的量子起

伏 5 结果表明：经位相匹配后，压缩度提高很多 5

! = 位相不匹配情况下的 ()**+,-./012*
方程的解

参照前文［%"，%%］与文献［%!］，我们写下位相不匹

配情况下的准概率 $ 所满足的 ()**+,-./012* 方程：
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式中，"，"!为 $ 表示算子 %，%’ 所对应的复参量 (
!，!分别表示腔的损耗与非线性介质的增益系数，

#—标志热起伏的光子简并度 ( !! ) !& % !’ % !( ，由

于色散引起的波矢不匹配，!!" 为经传播后的位相

不匹 配 ( 当!! ) * 时，即 前 文 讨 论 位 相 匹 配 的

+,--#./01234- 方程 (
将（&）式与前文［&*，&&］相比，仅增加了位相不匹配

因子 #5 $!!"［&"］( 当!!" ) * 时，增益!#5 $!!" 是正的，但

当!!" )#时，增益!#5 $!!" 就变成负的了 ( 增益为

正时，信号光与闲置光均能得到放大，但增益为负

时，便要减小了 ( 为了有效的进行放大，进行位相补

偿使之不出现增益为负的情形是必要的 (
用实变量$，"$来表示"，"!，可通过如下的变

换实现：
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将上面的结果代入方程式（&）中，便得
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假设波沿 " 轴传播 (令（8）式中，) ) "
* ，

!
* $ !，!* $

!(于是有

"$
"" [) !&

"
"$$

! !"
"
"$

6$
6 ! +&

""

"$
" % +"

""

"$
6 "

% , $
"
"$

6 !$
6 "
"( )$ ! , ""

"$"$
]6 $，（9）

式中

!& ) ! %!4,7（!!"），

!" ) ! !!4,7（!!"），

+& ) !" 4,7（!!"）! !#—，

+" ) !" 4,7（!!"）% !#—，
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对准概率 $ 作 +,;.$#. 变换：
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应用分部积分，并设 ! 在边值处为零 !我们有
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于是（-）式可变为
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令
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代入（1）式得，"，"’ 的方程取如下形式
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等式两边系数分别相等，方程（03）可表示为两个一

阶线性变系数常微分方程组
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上式可用数值方法求解得出 ’，’
’

，)；(，(’ 作
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现取 "，"’# *，*’ ；!，!
’
##，#’ 的正交变换（注意：这

里的 *，*’ 不是时间，实数#，#’ 也不是（0）式中的复

数#，#$，这里只是为了方便仍用 *，*’ 与#，#’ ）!
设

" ) *567$ & *’ 7%/$，

"’ ) * *7%/$ & *’ 567$， （0-）
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将（0-）式代入（2）式，并且令 **’ 的系数为零，得
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由（!!），（!"）式得 ! # $ 时初值!# $，又参照（!"），

（!%）式得到，
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于是有 2,34.54 反变换
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场算子的正规编序方差为：
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量子起伏为：
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由 于 起 初 输 入 信 号 场 的 量 子 振 幅 起 伏 为

〈（!!!）"〉#〈（!!"）"〉# !:( ’ 因此，从（"%）式可以

得到 ’（$）# ’
&
（$）# $，这个也就是（!!）式所给出

的 ’，’
&

的初始条件 ’ 从 ( 的解：( # (（$）567（ 0

")!）)!
!

$
567［0 ")（! 0 !;）］［"（’ ) ’

&
）0 !］**!; 可

以看出，(（$）567（0 ")!）相对于 ( 随 ! 的增加呈指

数衰减 ’ 为了方便起见，我们在计算中令 (（$）# $’
总的来说，我们是从方程（!）出发经过变换（"）

将复参数#，## 换为实参量"，"
&

，相应的含复参量

#，## 的 2,<<54=>?@/+<方程换成（(）’ 又将 + 换为$，

$的解可表示为不含交叉项 % %& 仅含 %"，%& " 的二次型

（!A）式，其中系数 ’，’
&

；"，"
&

作为 ! 的函数，可用数

值方法求解两个一阶变系数常微分方程组 ’ 在此基

础上进一步求出方差，然后按（"(），（"%）式求出量子

起伏 ’ 在做这件事之前，我们还要导出 B@/C5D./ 方

程与 2,<<54=>?@/+< 方程的关系 ’

9 E 参 量 下 转 换 的 B@/C5D./ 方 程 与 解

2,<<54=>?@/+< 方 程 中 得 出 的 #，#
&

方程

为了弄清楚解 2,<<54=>?@/+< 方程（!）时得出的

#，#
&

方程（!"）式的物理意义，我们先研究参量下转

换的 B@/C5D./ 方 程，若 有 位 相 不 匹 配，参 照 文 献

［!"］，通过加入损耗和随机力，则得，
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) " # #") $!%&’（# (!#!）" $ $)，（*+）

式中 #，!，!!分别表示单位长度的损耗与增益，$，

$) 表示无规力算子 ,
令
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取（*3）式求统计平均，并令〈 &〉"〈 &- 〉" 4 和 % "

〈%〉，%
-

"〈 %
-

〉, 则 失 谐 情 况 下 的 5627%8(2 方 程

（*3），便过渡到一阶的变系数常微分方程组
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若将（:）式的 #;，#* 及 ’ 代入（;*）式也得到（*9）式 ,

故前面的 %，%
-

方程（;*）式与 5627%8(2 方程求统计平

均后的（*9）式相当 ,
（*9）式的解可写为
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（=;）式的解析解可采用如下简单的形式：

( " %# #! /01（,!），

) " %# #! 1(2（,!），

" " !#
*,， ’ " !, ，

, " !#( )*
*

#!" * ，

( )*+ "
( $ ’) !)
#!) ( #( )’)
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+（4( )）
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当 # " 4 时，（=*）式即文献［=］中（;;）式 ,实际上我们

看到，简并参量放大［=—+］的 5627%8(2 方程与 >0??%@A
BC62/? 方程的解一致 , 若 ##4 时，当 !$D，( 与 )
的值均趋近于零 , 5627%8(2 方程的上述解不适用，只

能求助于解 >0??%@ABC62/? 方程 ,

E F 将位相不匹配的 >0??%@ABC62/? 方程

的解应用到 GBH 技术上

理想的准位相匹配 GBH，由文献［;，=］提出，如

图 ; 所示 , 第一半周期为正极化，第二半周期为负

极化，以后依次类推 , 半周期长度为 -，周期长度#
" *- "$I, " *$I!# , 因此，!# "$I- , 参照解（=*）

式，并令其中阻尼 # " 4, 第一个半周期内传输矩阵

为

图 ; 理想位相匹配示意图
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"
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#" #( )’
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,

第二个半周期内传输矩阵为
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"
#（’* $"*） # *!’
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）
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,

依次类推，得到传播 . 个周期后的传输矩阵为
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+（*.-( )）
"

#（’* $"*） # *!’
# *!’ #（’* $"*( )

）

. *（4）

+（4( )）
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其中，!" ! %（$ #"）$，!$ ! %（" % $）$ ’
文献［(］还给出总输出光子数的起伏 ’ 在此基础上，

文献［)］导出了振幅方差的量子起伏如下：

% ! & # &*， ’ ! % +（& % &*），

〈（!%）$〉! " #
（!!

" %!!
$）$

$

#!
$!
" %!$!

$

$ , -./ # # $( )$ ，

〈（!’）$〉! " #
（!!

" %!!
$）$

$

#!
$!
" %!$!

$

$ , -./ # % $( )$ ’（(0）

其中#!#1231 %#/+4567 %#+879:是抽运光与闲置光，信号

光之间的相对位相 ’ 由上式看出最大压缩出现在#

!$$ ，#! & 是没有压缩的 ’ 实际上，这些情况可以

在无损耗 ( ! & 时的 ;.<<9:=>765-< 方程的数值解中

明显的看出 ’
参照上述 ?>@ 技术的理论处理，我们将位相不

匹配的 ;.<<9:=>765-< 的解应用到 ?>@ 上，只须改变

通过每半个周期长度 ) 的增益系数的符号即可 ’

% !%& , /+45 /+5 $*) #( )[ ]#

!%& , /+45 /+5 !(* #( )[ ]# ， （()）

式中，%& 为没有 ?>@ 技术时的增益，#为相对位相 ’

) A 数值计算结果与分析

在我们的计算中，对参数的选取包括以下几点：

（"）取 B+CDE( 晶体作为参量放大晶体，参照文

献［"(］，当%( ! "&&9/2（相当于 + ! $A)@FG-3$），增

益 ,& ! &AH , "&% $%( -3% " 即我们公式中的%& ! ,& !
&AH-3% "!"-3% " ! &A"33% "，这就是我们计算中所

取的在没有 ?>@ 时的增益 ’ 我们假设热库中的参

数 !—!& ’
（#）?>@ 结构参数，文献［)］的例子，& ! $) !

(&$3! ( , "&% $33（周期长度）’ 在我们的计算中取

定 ) !（$ I $&&）33，于是有 - !$ I $) !［（!( G$）$ %

%$］" I $!!( G$，得!( ! $&&（33）% " ’ 我们又取定 ) 为

长度单位，于是便得出!( !$，%& ! &A" ,$ I $&&，$

! ,& G- ! &A"G"&& ! &A&&"，" !!( G$-!" ’

图 ( !( !$，( ! & ,%&，%& ! &A" ,$ I $&& 时，〈（!’
J

）$〉G$ 随 *

的变化曲线图

图 $ !( !$，( ! & ,%&，%& ! &A" ,$ I $&& 时，〈（!’）$〉G$ 随 * 的

变化曲线图

（%）根据上述参数及方程（""），（()）我们求得

图 $，( 和图 0，) 分别为当!( !$，( ! & ,%&，%& !

&A" ,$ I $&& 时和!( !$，( ! &A$，"，$，"& ,%&，%& !

&A" ,$ I $&& 时，〈（!’）$〉I $，〈（!’
J

）$〉I $ 随传输距离

*（单位长度为 )）的变化图 ’ 我们只要在正规编序

方差〈：（!*" ）$：〉，〈：（!*$ ）$：〉两边同时加上 "G0 即

可以获得相应的量子振幅起伏〈（!*"）$〉，〈（!*$）$〉’
而〈：（!*" ）$：〉，〈：（!*$ ）$：〉是 变 量〈（!’）$ 〉G$，

〈（!’
J

）$〉G$ 的一半 ’ 在无损耗 ( ! & 的理想情况下，

图 ( 代表# !$ I $ 压缩最大的情形，这个结果与

（(0）的解析式所估算的是一致的 ’ 顺便提一下，#!
& 是没有压缩的，实际计算证明了这一点，但在图中

没有给出 ’ 从图 ) 中可以看到，当损耗很小 ( ! &A$
,%&（实线（"））的时候，压缩为〈（!*$）$〉! " I 0 % &A$

! &A&) 接近于理想情况 ’ 然而在阈值 ( !%&（实线

（$））处，压缩〈（!*$）$〉! " I 0 % &A" ! " I KAL 稍小于文

M$L$ 物 理 学 报 )0 卷



献［!，"］给出的阈值附近的结果 ! # $，这是由 %&’ 的

内在性质决定的“由文献［!(，!!］得到准位相匹配稍

逊于位相匹配”；当损耗增大到 ! ) " *!(（点划线）

时，图中的曲线表示了随着损耗逐步增加压缩呈减

小的趋势 + 很显然，当损耗很大 ! ) !( *!(（虚线）

时，压缩接近于真空起伏 +

图 , !! )"，!( ) (-! *" # "((，实线（!）、实线（"）、点划线、虚线

分别表示 ! ) (-" *!(，! ) ! *!(，! ) " *!(，! ) !( *!( 时，

〈（!#）"〉." 随 " 的变化曲线图

图 / !! )"，!( ) (-! *" # "((，实线（!）、实线（"）、点划线、虚线

分别表示 ! ) (-" *!(，! ) ! *!(，! ) " *!(，! ) !( *!( 时，

〈（!#
0

）"〉." 随 " 的变化曲线图

1- 小 结

众所周知，23456784 方程和 9:;;6<=&>34?; 方程

对求解简并光学参量放大和非简并光学参量放大的

量子特性均适用，但在上面已提到应用 23456784 方

程时受 ! ) ( 的限制 + 故在一般 !!( 情况下只有采

用 9:;;6<=&>34?; 方程 + 我们知道，抽运损耗和相位

不匹配已经构成了在运用 9:;;6<=&>34?; 方程求解简

并光学参量放大和非简并光学参量放大过程中遇到

的两大难题 + 本文在前文的基础上，得到相位不匹

配情况下 9:;;6<=&>34?; 方程的一个新的解析解 + 并

将结果应用于以 28@ABC 晶体作为 %&’ 参放晶体的

装置 中，结 果 表 明：准 位 相 匹 配 情 况 下 的 9:;;6<=
&>34?; 解与 23456784 方程的解一致 + 更进一步讨论

了一般 ! D ( 时的情况 + 当损耗很小 ! ) (-" *!(

时，压缩接近于理想压缩；阈值 ! )!( 处的压缩为

! # 1-E 稍小于位相匹配情况时的 ! # $；当损耗很大 !
D!( 时，压缩继续减小，接近于真空起伏 +

［!］ F<GHI<:45 J F，K>:6GA6<564 @，LM?M845 J 34N &6<HO34 & P !Q1"

#$%& + ’() + K !"# !Q!$
［"］ 96R6< ’ ’，’356> S F，JM4NI L T 34N KU6< V 2 !QQ" *+++ , +

-./01.2 +3(41560 + "$ "1C!
［C］ K64?O68;O W，TM4IX856< Y 34N 26764H:4 J F !QQ/ , + 781 + 964 +

:2 + K !" $,E
［,］ @:8<86 2，Z8N3;:78? & 34N 26764H:4 J F !QQE , + 781 + 964 + :2 + K

!% !
［/］ 28 [ ’，\M [ L，]O345 W P，̂ 86 _ L 34N &645 W _ "((" ;$<0 +

#$%& + 964 + !! EQ(
［1］ _O8?;3<G346 Z P 34N F53<‘3> S P !QQ$ 781 + =(11 + "& !!C"
［E］ 2:45O8 P，’3<34: ’ 34N 23a:<I3 & "((" #$%& + ’() + F ’’ (CC$(C
［$］ ]OM P @，]OM [ [ 34N ’845 @ K !QQE 94<(04( "#$ $,C

［Q］ [3: J T，28 S S，̂ M J J 34N ]O345 S [ !QQQ ;$<0 + , + -./01 +

+3(41560 + !’ "$Q（84 _O846H6）［姚江宏、李冠告、许京军、张光

寅 !QQQ 量子电子学报 !’ "$Q］

［!(］ b34 \ T，28 [ 9 34N ]O345 \ & !Q$$ :41/ #$%& + 9<0 + &# CQ1（84

_O846H6）［谭维翰、李宇舫、张卫平 !QQ$ 物理学报 &# CQ1］

b34 \ T，28 [ 9 34N ]O345 \ & !Q$E 781 + ;622 +’% !Q1
［!!］ ]O3: _ [，b34 \ T 34N SM: % ] "((C :41/ #$%& + 9<0 + (" "1Q,

（84 _O846H6）［赵 超 樱、谭 维 翰、郭 奇 志 "((C 物 理 学 报 ("

"1Q,］

［!"］ K:UN V \ !QQ" >603<0(/5 781<4&（@6‘ [:<;：F?3N6G8?）aE/
［!C］ PO64 [ V !Q$, ?$( #5<04<83(& 6@ >603<0(/5 781<4&（J:O4 \8>6U c

P:4H d4?）a!"E
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