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文章指出通过空间平均每个颗粒内应变的方法不能得到无粘性颗粒材料的宏观应变，位移矢量场和应变张量

场一般没有粗粒化平均性质 )但这并不妨碍以平衡态热力学为基础的宏观应变概念和弹性理论对静止颗粒体的有

效性 )
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!）随材料的不同，确定应力的关系式可能是线性的虎克定律，或其他非线性关系 )

! + 引 言

按照经典（线性或非线性）弹性理论［!］，*,-./0
在 !%"" 年提出的位移矢量场 !（ "），或它的空间导

数：应变张量场 !"#（ "），是描述静止固体宏观状态的

基本变量 )由于对一给定的材料，静应力场!"#（ "）被

位移的 & 个分量所确定!），如果已知边界条件，我们

只需求解 & 个力平衡方程就能得到固体中的位移和

应力分布，即解决固体的静力学问题 )但是对很容易

出现塑性形变和完全没有抗拉伸能力的颗粒体（本

文出现的颗粒体都指无粘性颗粒体，如干沙堆等）来

讲，上述意义下的位移和应变概念是否还能适用，却

是一个在目前仍没有完全一致看法的基本问题 ) 在

文献［"，&］中，12 324425 和 67258-2 倾向认为位移和

应变仍是描述颗粒体的基本变量，并指出经典弹性

理论仍能解释“筒仓”（59:;）中的压力变化，只要我们

注意到颗粒体的体弹模量 $ 不是常数，而与压力有

关（这一性质可从赫兹接触理论模型看出［!］）) 也就

是说，考虑了 $ 随压力变化的非线性弹性理论（他

们称之为准弹性理论（8-,592:,5<9. </2;=0））对颗粒体

仍有一定的适用价值 ) 在文献［#］中，我们基于简单

的线弹性理论计算发现，如果一受重力作用的松散

颗粒堆在其制备过程中出现了微小的内松外紧，从

而使堆的中间部分的体弹模量明显小于旁边时，堆

底的压力分布会出现类似于一些实验中看到的低陷

现象 )但是近来有学者指出［>—’］，因为容易发生塑性

形变和不能抵抗拉伸，颗粒体没有上述弹性意义下

的位移和应变 )显然按照这一观念，颗粒体的静力学

理论在结构上将与普通固体的弹性理论截然不同 )
由于 ! 的 & 个分量不再有效，人们需要回答什么是

取代它们的新状态量 ) 文献［>—’］的作者建议直接

把应力张量!"# ?!#" 的 ( 个分量当作独立状态变量 )
由于 & 个力平衡方程不能确定这 ( 个未知数，他们

需要另外提出 & 个新的微积分方程 )
值得注意的是在工程实际中应变概念被广泛应

用，测量和建立合适的应力 @ 应变关系仍是土力学

的基本课题之一［%］)考虑到位移矢量的重要性，以及

目前在物理文献中出现的争论，我们认为有必要对

其概念，适用范围和前提作仔细考察 )本文试从宏观

和介观两方面来讨论这一问题 )（文中提到的宏观变

量指空间精确性远大于颗粒间距离，但远小于整个

媒质大小的变量 )介观变量指空间精确性远大于原

子间距离，但远小于颗粒大小的变量 )微观指原子大

小的尺度 )对宏观和介观尺度的物理现象可用经典

力学描述 )对微观尺度的物理现象应用量子力学描

述 )为了简便，我们将略去变量前面的宏观二字 ) 因

此除特别指明外，文中提到的物理量均指宏观变

量）)首先我们在第 " 节里强调说明，尽管位移和应

变总能通过质量守恒原理一般地定义，但要作为状
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态变量，还需要媒质在应力空间中有平衡态区域和

可逆过程为前提 !由于这些热力学概念普遍适用于

任何静止宏观系统，颗粒体的位移仍是有明确物理

意义的基本变量 !从这一角度看，普通固体与颗粒体

的区别主要是它们有不同形状的平衡态区域 ! 在平

衡区域内位移和经典弹性理论（不一定是线性的）仍

然有效 !在区域的边界，介质开始屈服 ! 因此位移和

应变的宏观定义是很清楚的 !但有趣的是，它们的介

观意义却不这么简单 !作为有限大小颗粒的堆积物，

人们自然期望颗粒体的宏观变量与其介观对应之间

存在一般的粗粒化（"#$%&’()%$*+*+)）平均关系（见第 ,
节）!对许多场变量，如质量密度，质量流，能量密度，

能量流，动量密度，应力张量等的确是这样，其主要

原因是在介观尺度上，它们无论在颗粒内部，还是颗

粒之间的空隙处-），都有明确的取值 !可是位移和应

变虽然在颗粒内部有定义，我们却很难，几乎无法把

它们的定义域合理地延拓到空隙中去，它们的介观

对应和粗粒化平均因此失去意义 !值得指出的是，我

们不能简单地令介观应变场在空隙处等于零来解决

这一困难，因为即使考虑只由颗粒链构成的简单模

型，其宏观应变也不等于每个颗粒内的介观应变的

简单空间平均（见第 . 节）!

-）本文只考虑没有任何填充物的真空空隙情况 !注意通常遇到的颗粒的比重远大于空气，我们可略去后者对颗粒静力学的影响 !
,）文中的空间位置都是现实的，即采用 /01/2 坐标，（,）式又称 3143567 应变 !
.）考虑没有质量变为光子这样的相对论效应 !

由此我们得出结论，位移或应变无论对正常固

体还是颗粒体都是基本热力学变量，但不是粗粒化

平均量 !可以说它们是没有明显和直接介观对应的

纯宏观状态量 !这一性质会使介观与宏观之间的联

系变得复杂，并增加从介观模型出发推导宏观应力

8 应变本构方程的难度 !的确，粗粒化平均的失效会

使我们从介观出发计算宏观位移或应变时，不可避

免地用到定义它们的宏观方程 ! 由于这些方程含时

间导数，我们仅知道状态细节是不够的，还需要知道

（可逆）过程细节 !也就是说，对一静止颗粒体，即使

我们有能力用接触力学分析计算，或实验测量的手

段知道了其所有介观状态信息（即每个颗粒的形状，

位置及其内部应力和应变的分布），一般却算不出它

的位移或应变场 !
值得注意的是对任何系统，只要所描述的物理

现象的空间变化的波长远大于其组成粒子间的距

离，都有场变量形式的宏观理论 ! 换句话说，连续体

概念即适用于颗粒间有相互接触的静止在地面上的

沙堆，也适用于颗粒间没有长时间的接触（只有碰撞

型的相互作用）的扬沙情况（就象空气的分子不接触

在一起，但仍有宏观流体力学理论那样）! 本文仅限

于考虑有弹性现象的前一种情形 ! 扬沙系统不能抵

抗静止剪切力，当然没有弹性行为，或弹性应力 8 应

变关系这些问题 !宏观方程在工程设计和应用中扮

演着重要角色 !进一步澄清和阐明颗粒体的应变概

念，将有助于理解文献［9，:;］中建立的颗粒体的非

线弹理论 !

- < 位移和应变的热力学基础

当我们对一媒质施加外力（包括象重力那样的

体积力和边界上的表面力）时，其内部会出现质量流

!" 使它的不同部分产生相对位移，或形变 ! 原则上，

如果知道（如通过实验测量）该形变过程中宏观质量

流的时 8 空分布 !"（ !，#），我们就能用质量守恒方程

（对重复脚标求和）

!!
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计算出密度!（ !，#），然后再积分位移的运动方程
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得到描写形变的位移矢量场 %&（ !，#）!（假定已知变

形前的位移和密度）! 对它作空间微分，即得应变张

量 %&!（ !，#）,）：
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（-）式通常也写成!%& ?!# = ’"!%& ?!$" > ’& ，其中 ’& >
!& ?!是速度 !它表明质量守恒.）方程中的质流 !&（或

速度 ’& ）不仅决定着质量变化情况，还决定着形变

的大小 !这不难理解，因为发生形变就是发生了质

流 !当一个状态变化过程中的质流总是保持为零，当

然不会有相应的形变 !方程（:—,）反映着质量变化，

质流，形变等概念之间的密切联系，并且是普适的，

对固体和颗粒体都能应用 ! 甚至对液体也可以用它

们计算应变，尽管应变对液体来讲不是有用的东西 !
换句话讲，它们是一般的运动学关系式，不含材料系
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数，不涉及材料的具体性质 !
如果我们沿两条不同的路径对同一媒质加载到

同一强度，方程（"—#）可能给出不同的应变 !因此上

面方法定义的应变一般与加载的过程（应力路径）有

关 !这里有两个极端情形 ! 一是理想固体，其受力变

形过程是完全可逆的 !或者说，它对任何加载或卸载

过程，无论大小和方式（剪切，压缩或拉伸），都作可

完全回复的弹性响应 ! 由于对任何循环受力过程理

想固体都保持不变，按照方程（"—#）定义的应变一

定是只取决于初态和末态的，与路径无关的状态量 !
应力空间中具有这样性质的范围称为弹性区 ! 理想

固体的弹性区域遍及整个力平面 ! 但实际固体在受

力过大时会发生屈服，弹性区是有限的（图 "（$））!
在弹性区里的每一点上，固体都能达到热平衡态%）!
反之，因为处于稳定热平衡状态下的系统必须对任

何扰动作弹性响应，平衡态又一定在弹性区域内 !因
此弹性区域和热平衡区域实质上是同一概念 ! 通常

固体在平衡区内的加载或卸载过程都可看作是准静

态（或可逆）的，由方程（"—#）给出的应变将仅取决

于应力状态，与路径无关 ! 另外，任何应力的改变都

会产生质流，使应变发生变化 !因此，!"# 和应力!"# 之

间存在一一对应的函数关系：

!"# & ""#（!$% ）! （’）

%）本文仅限于讨论在外力下的平衡态，略去与温度有关的热效应 !
(）由于本文不是具体讨论热效应，我们也像文献［"］中的公式（’)#）和下面的脚注那样，略去了#随熵的变化（如把它理解成热力学能量），

或略去了#随温度的变化（如把它理解成热力学自由能）! 在忽略热效应的情况下，把本文中的#理解成能量或自由能都可以 !
*）如有电磁场，动量密度不等于质量流 !本文将忽略任何电磁效应 !
+）由方程（"—#）可得任何时刻的密度$&$, -./（%"# 0 1!"#! ），其中$, 是不随时间变的初始密度 !因此严格地讲，相对初始态的体形变应为

! &$2$, 0 "，这里的 ! & !&& &!!& 2!’& 只是它的最低近似，在没有大弯曲和大变形时有效 !因实际沙子满足这个前提，本文将省略体形变中的

高阶修正 !

这里函数""# 的值域为整个平衡态区 ! 根据平衡态

热力学，能量也是状态量 ! 因此固体的能量#也一

定是应变的单值函数(）：

# &&（!"# ）! （%）

注意到动量密度等于质量流*）和应力等于动量流，

利用一般的能量 0 动量守恒定律和标准的流体动力

学推导（参见文献［""］），可以证明应力与能量之间

存在关系（注意本文的记号!"# 与文献［",，""］一致，

它与文献［"］中的!"# 有个负号的差别）

!"# & 0!&2!!"# 3 1"
%

!"%（!&2!!"# ）! （(）

这里的 !"% 是可逆弹性应变 ! 如材料不是特别地软，

有 4 !"% 4#"，上面的最后一项可以略去 ! 注意即使是

能量&$!%
"# ，幂 % 大于 1 的非线弹情况，（(）式的最

后一项也是可以略去的高级小项 ! 因此近似!"#%
0!&2!!"#不只局限于线弹理论 !这一结果的热力学

证明见文献［"］! 如考虑赫兹接触，沙子的幂 % 为

1)%，不是线弹材料，但 4 !"% 4#" ! 我们将总是略去这

一高阶修正（如下面的应力 0 应变关系（*）中，它给

出的是关于 !1
"# 的修正，属于省略号中的部分）!

图 " （$）普通固体的弹性区域示意 !（5）颗粒体的弹性区域示

意 !屈服线 "，1，# 示意当颗粒排列变紧凑时弹性区域的变化趋

势 !（6）液体的弹性区域在力空间中退化成一条直线 !

从上面的讨论，我们可以看到描述静力学行为

的本构关系（’—(）是建立在可逆过程这一热力学基

本概念上的 !注意它们仅适用于平衡态系统和相应

的平衡过程（即可逆过程），没有包含不可逆动态过

程的各种耗散效应 ! 由于固体在不受外力时可达到

平衡状态，零应力点一定在平衡区内部，函数""# 和

&在该点有解析性 ! 因此我们能不失一般地把它们

写成多项式展开形式（约定 !"# & , 时!"# & ,!仅考虑

各向同性固体）

!"% & (!%"% 3’!（,）
"% 3 ⋯， （*）

& & (!1 21 3’!（,）
"% !（,）

"% 3 ⋯， （+）

其中 (，’等是展开系数 ! ! & !&& 是体形变+），!（,）
"% &

!"% 0 !%"% 2# 是偏应变 ! 如只保留（*）中的线性部分，

即是常用的虎克定律（或线弹性理论）!
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作为另一极端情形，对拉伸和剪切都没有抵抗

能力的理想流体!）的热平衡态区域退化成了一条直

线（见图 "（#），注意液体内的压力要大于其饱和气

压）$在任何外力状态下流体都不能进入热平衡状

态，除非是严格地压缩"%）$这个平衡态区域的退化使

得由方程（"—&）定义的应变一般与外力的路径有

关 $由于不存在一个有限大小的平衡态区域让应变

成为状态量，流体没有象固体那样的应变 ’ 应力函

数关系，因此应变概念对流体失去了意义 $当然我们

可以引入一个只在图 "（#）中的一维线上有效的应

变概念，但它往往与质量密度!相关，不是新的状

态变量 $

!）忽略液体的表面张力 $
"%）严格讲，理想流体没有热平衡态，因为它不能对剪切力扰动作弹性响应 $但人们通常说气体和液体的热平衡时略去了这种剪切扰动，只

要体积，压力，温度等对扰动保持稳定，即便有剪流型蠕动也称热平衡 $
""）可能即使在出平衡区不远的地方，位移和应变概念在近似意义上仍有效 $

颗粒体不能抵抗拉伸，但被压紧后却有抗剪能

力 $在一定的压力和剪切力的范围里，它能达到热平

衡状态 $因此颗粒体具有有限大小的，其形状大致如

图 "（(）所示的弹性区域 $ 仅从平衡态区的形状来

看，可以说颗粒体介于固体和流体之间 $存在有限大

小的平衡区表明它原则上有与固体一样的，满足方

程（)—*）的准静态过程 $值得注意的是，由于颗粒体

中比较容易出现因滑动造成的颗粒重新排列，它的

耗散性远强于正常固体 $ 特别是在松密度或压力较

小的情况，很容易激发出各种耗散现象，如黏滞，微

小的蠕动和明显的滑移等 $这时，让它作准静态过程

可能非常困难 $但重要的是，这并不意味着它没有平

衡区域和与之相应的弹性应变概念 $颗粒体的另一

个与固体不同的重要性质是在不受力时，系统开始

失去其热力学稳定（或发生屈服）$ 因此它的零应力

点位于平衡区的边界上，函数"!" 和#可以在该点没

有解析性 $的确对颗粒体，从赫兹接触力学我们不难

看到它们的展开形式不是（+），（,）式那样的多项式 $
在没有剪切形变时，赫兹模型提示我们"!" 关于体

形变（ ’ #）展开的头一项的幂约为 "-.（参见后面的

公式（"!）$注意由于颗粒体不能拉伸，# / %）$ 有剪

切时，这 个 展 开 形 式 为 "!" 0 ’［ $（ ’ #）"-. 1

%（ ’ #）’ %-. #&’#&’］$!" ’ %（ ’ #）%-. #!" ，其中 %，$ 是材

料常数［!，"%］$这一特点表明它是纯粹的非线性弹性

体，即使在最低级近似下也没有线性的应力2应变关

系 $
本节的讨论表明，弹性理论的适用前提是系统

在应力空间中存在有限的平衡态区域和可逆过程 $
有了平衡区，才有作为状态量的位移矢量和应变""），

并且应力和能量都是应变的函数 $ 位移和应变概念

的重要性在于它们反映了这一基本性质：由于热平

衡的原因，系统的宏观自由度数目是 &（位移矢量），

而不是 *（应力张量）$ 这使得静力学分析只要 & 个

力平衡方程加上边界条件就够了 $因此，只要承认颗

粒体在应力空间中也有有限大小的平衡态区这个事

实，我们就不能否定弹性理论对它的适用性 $

& - 场变量的粗粒化平均性质

任何宏观场变量 (（ !）与其对应的微观或介观

场变量 (3（ !）一般可以通过在空间上做粗粒化平均

(（ !）0〈(3〉0!)
(3（ !3）%（ ! ’ !3）43!3 （!）

联系起来 $ 这里 ) 是整个系统占据的宏观空间区

域，即场 (（ !）和 (3（ !）的定义域 $%（ !）是一个只在

* / + 的范围内不为零的正函数（ + 是一个远小于

)，但比原子或颗粒间距离大许多的尺寸），并满足

归一化条件!
5

’5%
（ !）4! 0 "$ 例如微观质量密度场

为

!3（ !）0 "
,

’ 0 "
-’$（ ! ’ !’）， （"%）

其中 -’ 和 !’ 分别是第 ’ 个原子核或电子的质量和

位置，, 是系统中原子核和电子的总数 $ 显然宏观

质量密度场!等于!3 的粗粒化平均 $ 除质量密度

外，类似的粗粒化平均量有质量流，能量密度，应力，

等等 $这些物理量都有这样的特点：它们的微观或介

观场量在空隙处都为零 $
一般地，如果一个物理场变量在微观或介观上

有明确定义，其粗粒化平均一定是它的宏观场 $但有

趣的是，尽管大部分物理量具有这个粗粒化平均性

质，也有一些在微观或介观上无法定义的场变量 $我
们可称这些没有相应的微观或介观对应，但在宏观
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上却有明确意义的场为非粗粒化平均量，或纯宏观

场 !速度场 !（ !）即是一个这样的简单的例子 ! 它有

明确的宏观意义，代表运动媒质内 ! 点上的局域静

止坐标与实验室坐标的相对速度，并等于宏观质量

流与宏观密度的比：

! " " #! " $ "% & $!% & ! （’’）

但在微观上，我们虽然有每个原子核或电子的速度，

却定义不出这样一个微观速度场，它的粗粒化平均

等于上面的宏观速度 ! 我们不能定义 ! % " "% #!% ，因

为右边在空隙处变成了 (#() 不定式 ! 我们也不能象

式（’(）那样，考虑 ! %（ !）" !
!

" " ’
! ""（ ! * !"）（ ! " 是

第 " 个原子核或电子的速度），因为它的粗粒化平均

显然不是（’’）式给出的速度 !需要指出的是，速度不

是粗粒化平均量并不意味宏观速度场概念的失效，

实际上它总是由宏观（’’）式来定义的 !与速度类似，

位移和应变也不是粗粒化平均量 ! 尽管它们在每个

颗粒的内部都有意义，但就我们所知，目前不存在一

个一致合理地确定其空隙处的大小的定义公式 ! 这

使得我们无法在粗粒化平均这个微观框架内来理解

位移和应变 ! 因此我们认为它们是仅在（’—+）式和

热力学意义下的纯宏观概念 !
直接用（’—+）式计算位移和应变显然很复杂，

因为涉及到整个形变过程 !对相互作用质点系统（无

序或纳米固体模型），,-./012340 和 ,-./567528 建议

用近似公式［’9］

#（ !）"
!

#
$####（ ! * !# ）

!
"
$"#（ ! * !"）

（’9）

来计算位移场，这里 $# 是第 # 个质点的质量，## "

!(
# * !# 其中 !(

# 和 !# 分别是它在变形前后的位置 !#
是前面的粗粒化函数 ! 在一维情况，他们通过数值

方法验证了（’9）式的确与由方程（’—+）给出的严格

位移非常接近 !这个近似公式的好处是它避开了变

形的中间动态过程 ! 但对把质点换成有限大小颗粒

的系统，目前还没有类似的简单公式 !下面我们试用

方程（’—+）来推导一简单颗粒体模型的弹性性质 !

: ; 弹性模量的介观推导：简单链模型

统计物理的一个基本任务是从微观（或介观）模

型假设或物理理论出发推导宏观物体的材料系数 !
对颗粒体静力学来讲，这主要指推导弹性模量 %，$

与颗粒的物性（几何形状，硬度等）之间的关系，以及

它们随应力的变化曲线 ! 显然这将涉及到计算应变

的问题，因为 %，$是通过应力或能量关于应变的展

开来定义的 !本节以一简单模型为例具体说明体弹

模量 % 的推导思路，同时表明由方程（’—+）给出的

宏观应变不是每个颗粒内的应变的简单平均 !
考虑如图 9 所示的，由 ! 个相同颗粒组成的模

型系统 ! 系统左边固定，右边在外力 & 下以非常小

的速度 ’( 沿 ( 方向作匀速运动（即考虑控制速度的

实验过程），这时外力 & 是时间 ) 的函数 ! 我们进一

步假设颗粒只在 ( 方向上有赫兹接触，忽略沿另外

两个方向上有接触这个 + 维效应 !也就是说，假设所

谓的力链（<-245 40=16）都保持一维直线，不构成三维

网 !颗粒的质量为 $，杨氏模量 *,，泊松比%,，不受

外力时的半径为 + !

图 9 一维链系统在外力 & 下发生形变

利用赫兹理论我们能算出每个颗粒在任何时刻

) 的力学状态，因此系统的所有介观动态行为，如介

观质量流 "%（(，,，)），质量密度!%（ (，,，)），弹性能

&%（(，,，)）和应力’% #-（ (，,，)）都可以计算出来 ! 这

些介观变量在孔隙处的取值都是零 ! 尽管它们的具

体形式很复杂，我们并不难求出它们的粗粒化平均 !
注意到系统作匀速压缩，我们有宏观质量密度

! " $!% & " $!
. " $!

9!（+ * /）" $!
9!+ * ’( )

，

（’+）

其中 / " ’( ) #9! 代表在 ) 时刻颗粒的压缩程度（ /
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!!，见图 ! 下），" " !#（! # $）是系统沿 % 方向上

的长度，&$ 是右边界 % " " 处的速度 %由（&’）式和质

量守恒方程（&）不难看出 % 方向上的宏观质量流与

% 成正比，具体有

’% " ( ’)% * "
# (#&$ %

（!#! # &$ )）! ， （&+）

并且在另外两方向上没有质量流 % 宏观应力和弹性

能都与空间位置无关 %按照赫兹接触力学［&］，我们有

!%% " (!)%% * " "!*,

&!（& # &!,）!!-’
&$ )
!( )#

’-!

，（&.）

" " (") * " "!*,

’$（& # &!,）!.-!
&$ )
!( )#

.-!

% （&/）

（&’—&/）式即是用介观信息和粗粒化平均算出的质

量和能量密度，以及它们的流 %
位移场不是粗粒化平均量，我们只能根据它的

宏观定义来计算 % 将（&’），（&+）式代入（!）式，并积

分，得

+% "
# &$ )%

!#! # &$ )
， （&0）

因此应变是

+%% "
# &$ )

!#! # &$ ) #
# &$ )
!#! % （&1）

利用（&1）式消去（&.），（&/）式中的 &$ )，即得应力2 应

变关系和自由能表达式 %在近似 !#!$ &$ ) 下，有

!%% " "!*,

&!（& # &!,）
（# +%%）

’-!， （&3）

" " "!*,

’$（& # &!,）
（# +%%）

.-! % （!$）

由此可得弹性模量

, " !%%

# +%%
" "!*,

&!（& # &!,）
（# +%%）

&-! % （!&）

另外我们看到，热力学关系!%% " #!"-!+%% 的确成

立 %
上面的推导过程大致如下：&）考虑一颗粒系统

在外力下作可逆变形的动态过程，并用相应的介观

理论（如赫兹接触力学）算出介观质量，介观质量流，

介观能量，介观应力等的时空分布 % !）用粗粒平均算

出它们的宏观对应 % ’）将得到的宏观质量和质量流

代入定义位移的方程（!），并积分算出位移 % 微分位

移即得应变 % +）通过对比，我们能找到应力和应变，

或能量和应变之间的函数关系，由此可得到弹性模

量 %
因此，从介观出发推导颗粒体的力学参数的主

要困难是我们往往不能只计算系统的某个静止状

态，而需要考虑系统的某个可逆过程 %显然这是因为

位移或应变不是粗粒化平均量，并且定义它们的宏

观方程含有时间的导数 %值得注意的是，我们不能简

单地认为颗粒体的应变等于每个粒子的应变的平

均 %的确，即使对这里讨论的模型，一个颗粒内的平

均应变是（考虑 !4 情形）

&
#!!%

颗粒内

+)%%（%，-）5%5- " &
#!!%

颗粒内

!+)%（%，-）

!% 5%5-

" !
#!!&

!

# !

.（-）5-，

其中 .（-）的定义见图 ! %它显然不等于从（&1）式的

宏观应变：

+%% # ! #& $ " ! #& .（- " $）%

. 6 讨 论

位移和应变与微观或介观模型之间的关系的确

不是一个简单问题 %早在五十多年前研究周期晶体

的晶格动力学与经典弹性理论的关系时，玻恩和黄

昆很慎重地讨论了均匀变形晶格情况下的弹性应变

的算法，并认为长波长格波对应于经典弹性波［&’］%
对非均匀形变以及纳米或无序系统，,7859:;<=9 和

,785>?@>;A 最近提出的位移近似公式（&!）与以前的

一些工作有很大的出入［&!］，并提醒由于应变计算的

不准确可能导致不可靠的本构关系 % 可以验证在均

匀形变时，（&!）式给出的应变与玻恩和黄昆的应变

是吻合的 %对颗粒体，由于组成颗粒的有限大小，无

抗拉伸能力和远比晶体明显的耗散行为，应变问题

变得更为复杂，这使得一些人怀疑它的有效性［.—0］%
在本文中，我们强调指出位移概念的热力学基础是

有限大小的平衡区和准静态过程 % 尽管目前还不清

楚它与介观理论之间的关系，但仅从干沙堆能在地

球重力下稳定地存在这一简单事实，就可以看出位

移对颗粒体仍然有效 %因此仅从宏观上看，颗粒体的

主要力学问题应是如何在古老的弹性理论结构框架

内合理地找出它的应力 # 应变关系 %有幸的是，这个

问题仍能用简单的宏观论证加以解决［3，&$］%
从介观出发计算颗粒体的力学行为显然极其困

难 %首先三维的无序堆积系统和颗粒间的固 # 固接

触力学就很难处理，特别是接触面上的剪切力问题

（又称静摩擦力 %注意赫兹接触理论仅局限于计算两

固体球在沿球心连线方向上的压力作用下的变形，
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未涉及剪切或静摩擦现象 !）另外由于不是粗粒化

平均量，位移和应变的计算也很复杂 !为避免求解含

时间导数的微分方程（"—#），可以试建立一个位移

的近似公式 !最简单的做法是直接推广（"#）式，因为

它的分母是质量密度，分子可以解释成“质量位移”

场，而且两者都是粗粒化平均量，并对颗粒体也有意

义 !这类复杂的介观计算有助于我们进一步了解材

料参数的大小和本构关系，但不会改变弹性理论的

基本结构 !
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