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研究两个对称非线性耦合混沌系统的同步问题 ’通过对系统线性项与非线性项的适当分离，构造一个特殊的

非线性耦合项，发现在耦合强度!( #)* 附近的某一区域里存在稳定的混沌同步现象 ’提供判断同步误差稳定性的

方程，利用线性系统的稳定性分析准则和条件 +,-./012 指数来检验同步状态的稳定性 ’新方法适用于连续时间系

统的混沌同步，也适用于具有两个（或多于两个）正 +,-./012 指数的超混沌系统 ’以 +13405 系统，超混沌 6788943 系统

作为算例，数值模拟结果证实所提新方法的有效性 ’
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% ) 引 言

二十多年来混沌同步和控制问题在物理、化学、

生物等系统中已被广泛地研究［%—F］’ 由于混沌行为

对初始条件和噪声的敏感性，实际物理系统中很难

观测到混沌同步 ’ G4E13- 和 H-33199 建议了一个使连

续时间系统混沌同步的方法，称为 GH 方法［%］’ 他们

将一个混沌系统 ! 分解为两个子系统 !% 和 !" ’ !%

具有正 +,-./012 指数，而 !" 的 +,-./012 指数均为负

值，构造一个和 !" 完全一样的新的子系统 "!" ’将子

系统 !% 用作驱动系统，当 !% 的一个状态作为 "!" 的

输入时，可实现 !" 与 "!" 混沌同步 ’ GH 方法用于同

步一 些 混 沌 系 统 很 简 单 有 效，如 +13405 系 统［%］，

6788943 系统［%］等 ’混沌同步在安全通讯系统中的应

用已在文献［I，%#］中报道 ’ 最早建议的同步方法大

多适用于仅具有一个正 +,-./012 指数的系统 ’ 近来

也提出了对具有多个正 +,-./012 指数的超混沌系

统的同步问题［%%，%"］’同步状态稳定性的必要和充分

条件也是近期正在讨论的课题［%&，%$］’以往研究耦合

振荡 器 的 混 沌 同 步 大 多 是 关 于 线 性 耦 合 问

题［F，%*—%:］，G4E13- 和 H-33199 研究并解决了通过任一

线性耦合的诸多振荡器的同步稳定性问题［%:］’仅有

少量的文献涉及到通过非线性函数反馈的混沌同步

问题［%F，%I］’
J/ 和 +>/ 于 "##& 年提出一个基于线性系统稳

定性准则的混沌同步方法（KH 方法）［*］，通过对驱动

混沌系统的线性项与非线性项的适当分离，构造一

个受驱动系统的非线性项驱动的响应混沌系统，利

用线性系统稳定性准则保证两个系统的同步 ’ KH 方

法适用于自治、非自治混沌系统以及超混沌系统的

同步 ’作为 KH 方法的发展，本文提出利用非线性耦

合实现混沌同步的新方法 ’ 即通过非线性耦合项的

构造使两个混沌系统对称耦合 ’ 研究表明在耦合强

度!( #)* 的邻近区域存在有效的同步现象 ’当耦合

强度!( #)* 时，基于同步误差方程的线性系统稳定

性分析准则，可保证两个系统的混沌同步，而不需提

供条件 +,-./012 指数进行判断 ’ 对于具有两个或更

多的正 +,-./012 指数的超混沌系统，也能实现理想

的混沌同步 ’以 +13405 系统和超混沌 6788943 系统作

为算例作数值模拟 ’

" ) 混沌同步

考虑如下描述的混沌连续<时间系统：

!"（ #）( #（"（ #），#）， （%）

式中 "（ #）"$$ 为 $<维状态矢量，#：$$#$$ ，将 #
适当分离为
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!"（ !）! #（"（ !））" $（"（ !），!）， （#）

#（"（ !））为 %（"（ !），!）的线性部分

#（"（ !））! &（"（ !））， （$）

式中 & 为满秩的常数矩阵，通过适当的分离可使 &
的所有特征值均具有负实部 % " $（"（ !），!）! %（"

（ !），!）" #（"（ !））为 %（"（ !），!）的非线性部分 %此
时系统（&）可写作

!"（ !）! &"（ !）" $（"（ !），!）% （’）

本文讨论的同步均为完全同步 %对于连续(时间混沌

系统（’），利用 $（"&）与 $（"#）的差，通过对称非

线性耦合构造两个新系统如下：

!"&（ ’）! &"&（ !）" $（"&（ !），!）

)!［$（"&（ !），!）" $（"#（ !），!）］，（*）

!"#（ ’）! &"#（ !）" $（"#（ !），!）

)!［$（"#（ !），!）" $（"&（ !），!）］，（+）

式中 "&，"#!(" 为所构造新系统的状态矢量，耦合

强度!为常值 % 当系统（*）和（+）实现状态同步时，

即 "&（ !）! "#（ !）时，系统（*），（+）即与原系统（&）一

致，保持其混沌动力特性 %取系统（*）和系统（+）之间

的同步误差 )（ !）! "&（ !）" "#（ !）%当 )（ !）充分小

时，其变化规律近似用线性方程表示为

)·（ !）! & )（#! " &）!$
![ ]" ) % （,）

当!! -.* 时，)（ !）的零点为平衡点 %由于 & 的所有

特征值实部均为负值，根据线性系统稳定性准则，同

步误差的零点为渐近稳定，当 !"/时，)（ !）"- %此
时即实现系统（*）和（+）的状态矢量 "&（ !）和 "#（ !）
的完全同步 % 当!#-.* 时，需要计 算 方 程（,）的

01234567 指 数，若 同 步 状 态 具 有 稳 定 性，则 条 件

01234567 指数均为负值 %

$ . 数值算例

!"# $%&’() 系统

作为连续时间系统的例子，考虑如下描述的

06895: 混沌系统：

#·!"（$ " #），

$·! " #% ) &# " $，

%·! #$ " ’%，

（;）

当"! &+，& ! ’*.<#，’ ! ’ 时，系统（;）呈现混沌动力

特性 %将系统（;）右端 % 分离成函数 #（"（ !））和

" $（"（ !））如下：

#（#，$，%）!
"" " -
- " & -
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雅可比矩阵 & 的特征值（ " &+，" &，" ’）均为负实

数 %按照（*）式和（+）式，通过对称非线性耦合构造两

个新系统如下：

#·& !"（$& " #&），

$·& ! " #& %& ) &#& " $&

)!（#& %& " ## %# " &#& ) &##），

%·& ! #& $& " ’%& )!（" #& $& ) ## $#）；

（<）

#·# !"（$# " ##），

$·# ! " ## %# ) &## " $#

"!（#& %& " ## %# " &#& ) &##），

%·# ! ## $# " ’%# )!（" #& $& ) ## $#）%

（&-）

按照（,）式列出同步误差的微分方程
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若系统（<）和（&-）同步状态是稳定的，则方程组（&&）

的条件 01234567 指数均为负值 % 图 & 给出耦合强度

!! -.* 时的同步结果，图 &（2）显示 #&（ !）和 ##（ !）
的同步误差 (&（ !）随迭代步 )（"! ! -.-&）很快趋于

零，图 &（>）为 ## ? #& 随迭代步 )（"! ! -.-&）的变化

图，可看出两个系统迅速实现同步，即 ## ? #& ! & % 数

值模拟中初值采用 #& ! $& ! %& ! -.#，## ! $# ! %# !
-.#& %当! ! -.* 时，如前所述，由于雅可比矩阵 &
的特征值实部均为负值，满足线性系统稳定性准则，

其 同 步 误 差 具 有 渐 近 稳 定 性，不 需 计 算 条 件

01234567 指数 %图 & 的模拟结果表明系统（<）和（&-）

迅速实现混沌同步 %
此外分别选取耦合强度参数! ! -.$* 和! !

-.<，进行了混沌同步过程的数值模拟 % 图 #（2）为!
! -.$* 时状态 #& 和 ## 的同步误差 (# 随迭代步 )
的变化图 % 从 ) ! ##, 步开始，(# 已减小到 &-" ’ 以

下 %计算同步误差的 最 大 01234567 指 数 为#@2A !
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图 ! 系统（"）和（!#）的同步结果 $（%）同步误差 !!（ "）随迭代步 # 的变化图；（&）$’ ( $! 随迭代步 # 的变化图

图 ’ 耦合强度分别为!) #$*+，!) #$" 的同步结果图 $（%）同步误差 !’ 随 # 的变化图，!) #,*+；（&）%’ ( %! 随 # 的变

化图，!) #,"

- !,’+.，表明同步流形是稳定的 $图 ’（&）为!) #,"
时 %’ ( %! 随迭代步 # 的变化图，可看出 %’ ( %! 迅速趋

于 !，实现系统状态的完全同步 $ 同步误差的最大

/0%12345 指数为"6%7 ) - *,"8.，混沌同步状态是稳

定的 $
图 * 给出不同!值对应的最大 /0%12345 指数

图，显示在!!［#,!8，!,+’］，最大 /0%12345 指数为

负值，在此区间内同步状态具有稳定性 $ 当!!［#，

#,!9］时，混沌系统（"）和（!#）不能实现状态的完全

同步，图 : 显示 & ) #,! 时，系统（"）和（!#）的状态 $!

和 $’ 未能实现同步（取 *### 个迭代步）$ 当!!
［!,+*，;），系统（"）和（!#）的状态 !! 和 !’ 的数值

溢出，当然无法实现混沌同步，可见较大的耦合强度

可以改变混沌系统本身的动力特性 $以上分析表明

在耦合强度参数!) #,+ 附近的一段区域内，能有效

地实现两个系统混沌状态的同步，这对于耦合强度

因子的选取有参考意义 $
如果是作为由两个单元组成的神经网络模型，

则每个单元可取不同的耦合强度因子 $例如可将系

图 * 不同!值对应的最大 /0%12345 指数图

统（"）和（!#）改变为

$·! )#（’! - $!），

’·! ) - $! %! < ($! - ’!

<!（$! %! - $’ %’ - ($! < ($’），

%·! ) $! ’! - )%! <!（- $! ’! < $’ ’’）；

$·’ )#（’’ - $’），

’·’ ) - $’ %’ < ($’ - ’’
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!!（!" "" ! !# "# ! #!" $ #!#），

"·# % !# $# ! %"# $!（! !" $" $ !# $#）&

图 ’ 状态 !" 和 !# 没有实现同步，"% ()"

图 * 给出"% ()*，!% ()+ 时，二系统的状态 !" 和 !#

实现同步后的结果，所有的状态点（!"，!#）都在直线

!" ! !# % ( 上 &

图 * "% (&*，!% (&+ 时，!" 和 !# 的同步结果

图 , !#（ &）和 $#（ &）同步前后的时间历程

!"#" 应用于 $%&&’() 系统

超混沌 -.//012 系统可描述为［#(］

!·" % !（!# $ !3），

!·# % !" $ ’!# $ !’，

!·3 % % $ !" !3，

!·’ % (!’ ! )!3，
（"#）

式中 ’ % (& #*，% % 3& (，( % (& (*，) % (& *，数值分析

显示系统有两个正 456789:; 指数#" % ()""，## %
()(#，表明此系统的超混沌性态 &将方程组（"#）的右

端分离为函数 !（"（ &））和 ! #（"（ &））如下：

!（!"，!#，!3，!’）%

! " ! " ! " (
" ! ’ ( "
( ( ! " (
( ( ! ) !
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矩阵 $ 的 特 征 值 为（ ! "，! ()(*，! (),#* <
()=#>?），此时按照（*）和（,）式构造两个新系统 %" %
&"（"（ &））和 %’ % &#（’（ &））：

!·" % !（!# $ !3）!"（!" ! $"），

!·# % !" $ ’!# $ !’ !"（#’!# ! #’$#），

!·3 % % $ !" !3 !"（!3 ! $3 $ !" !3 ! $" $3），

!·’ % (!’ ! )!3 !"（#(!’ ! #($’）；

（"3）

$·" % !（$# $ $3）$"（!" ! $"），

$·# % $" $ ’$# $ $’ $"（#’!# ! #’$#），

$·3 % % $ $" $3 $"（!3 ! $3 $ !" !3 ! $" $3），

$·’ % ($’ ! )$3 $"（#(!’ ! #($’）&
（"’）

取"% (&*，分别从初始值 !"（(）% ! *，!#（(）% ! #，

!3（(）% ()"*，!’（(）% "()*，$"（(）% ! *，$#（(）%
! ’)#，$3（(）% ()"*，$’（(）% "()* 出发 & !#（ &）和

$#（ &）实现同步前后的时间历程在图 , 中给出 &可从

中看出，即使初始同步误差较大，超混沌系统（"3）和

（"’）也能很快实现同步 &

’ ) 结 论

本文在 @A 混沌同步方法的基础上，提出一个

对称非线性耦合混沌系统同步的新方法，在耦合强

度"% ()* 的邻近区域，发现两个混沌系统存在稳定

的混沌同步现象 &当耦合强度" % ()* 时，基于线性

系统稳定性分析准则，可保证混沌同步的稳定性，而
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不需提供条件 !"#$%&’( 指数来进行判断 )当耦合强

度取!* +,- 附近的其他数值时，需要计算 !"#$%&’(
指数来检验同步状态的稳定性 )新方法适用于连续

时间系统的混沌同步，对于具有两个或更多的正

!"#$%&’( 指数的超混沌系统，也能实现理想的混沌

同步 )文中以 !’./&0 系统和超混沌 12334/. 系统为算

例 )数值计算结果证实所提出方法的有效性，该方法

也可推广到神经网络的混沌同步问题 )

［5］ 6/7’.# ! 8 #&9 :#..’44 ; ! 5<<+ !"#$ ) %&’ ) (&)) ) !" =>5
［>］ ?@@ A，B./C’DE : #&9 F’.G/ H I 5<<+ !"#$ ) %&’ ) (&)) ) !" 55<J
［K］ I@4// H#7G3’& A #&9 B.’3% L 5<<- !"#$*+, M #$ 5
［N］ 6/7’.# ! 8 #&9 :#..’44 ; ! 5<<= !"#$ ) %&’ ) A #% >5+<
［-］ F% O H #&9 !E% F P >++K !"#$ ) (&)) ) I &’" ><>
［J］ !E B O，Q% M 8 #&9 PR’% S 6 >++N -+), !"#$ ) .*/ ) $& KT<（E&

:RE&/3/）［李国辉、徐得名、周世平 >++N 物理学报 $& KT<］

［T］ ;#& U &) ,0 >++K -+), !"#$ ) .*/ ) $( ><=<（E& :RE&/3/）［谭 宁

等 >++N 物理学报 $( ><=<］

［=］ MR#V#4# 8，HE.3# W X #&9 ME&D 8 >++N !"#$ ) %&’ ) (&)) ) )(

+TN5+NY5
［<］ :%’V’ X 8 #&9 ?$$/&R/EV I W 5<<K !"#$ ) %&’ ) (&)) ) *’ J-
［5+］ X’7#./( ! #&9 6#.4E@0 Z 5<<- !"#$ ) %&’ ) (&)) ) *" -+>=

［55］ 6/&D H O &) ,0 5<<J !"#$ ) %&’ ) (&)) ) *J <+N
［5>］ M%#& : X #&9 F#&D S S 5<<T !"#$ ) (&)) ) I (() 5-5
［5K］ [.’\& 1 #&9 1%4G’( U ] 5<<T !"#$ ) %&’ ) (&)) ) *# N5=<
［5N］ H’R&3’ B I #&9 8#. M H 5<<= !"#$ ) %&’ ) (&)) ) #% K<-J
［5-］ I&E3R7R/&G’ W S，SE47R/&G’ I U #&9 XR’(#&’( L I 5<<= !"#$ )

%&’ ) A $* K5J
［5J］ SR%#E H ^，M%.#&9 M 8 5<<< !"#$ ) (&)) ) I (!" >=<
［5T］ 6/7’.# ! 8 #&9 :#..’44 ; ! 5<<= !"#$ ) %&’ ) (&)) ) #% >5+<
［5=］ I4E 8 X #&9 ]#&D H _ 5<<T !"#$ ) %&’ ) A $$ ->=-
［5<］ :R/&D F Q #&9 ^#&D B 1 5<<- -+), !"#$ ) .*/ ) "" 5K=>（ E&

:RE&/3/）［成雁翔、王光瑞 5<<- 物理学报 "" 5K=>］

［>+］ 12334/. ? A 5<T< !"#$ ) (&)) ) I *’ 5--)

!"#$%&’#()*+(’# ’, -"../+&($*00" #’#0(#/*&+$’120/3 $%*’+($ -"-+/.-!

F% O’&DYHE/ !E% F#&YPR%
（1&2,3)4&/) 56 7/8*/&&3*/8 9&+",/*+$，.",/8",* :*,5)5/8 ;/*’&3$*)#，.",/8",* >++>N+，<"*/,）

（1/7/E(/9 55 ?7@’C/. >++N；./(E3/9 V#&%37.E$@ ./7/E(/9 5K U’(/VC/. >++N）

IC3@.#7@
;R/ 3"&7R.’&E0#@E’& ’‘ @\’ 3"VV/@.E7#4 &’&4E&/#.Y7’%$4/9 7R#’@E7 3"3@/V3 E3 9E37%33/9) I 3$/7E#4 &’&4E&/#.Y7’%$4/9 @/.V E3

7’&3@.%7@/9 C" 3%E@#C4/ 3/$#.#@E’& C/@\//& 4E&/#. #&9 &’&4E&/#. @/.V3 ’‘ @R/ 7R#’@E7 3"3@/V) ;R/ $R/&’V/&’& ’‘ 3@#C4/ 7R#’@E7
3"&7R.’&E0#@E’& R#3 C//& ‘’%&9 E& # 7/.@#E& ./DE’& ’‘ @R/ 7’%$4/9 3@./&D@R! * +,- ) ;R/ 3@#CE4E@" ’‘ @R/ 3"&7R.’&’%3 3@#@/ E3
/a#VE&/9 C" @R/ 3@#CE4E@" 7.E@/.E’& ’‘ 4E&/#. 3"3@/V3 #&9 @R/ 7’&9E@E’&#4 !"#$%&’( /a$’&/&@ ) ;R/ !’./&0 3"3@/V #&9 @R/ R"$/.Y
7R#’@E7 12334/. 3"3@/V #./ @./#@/9 #3 &%V/.E7#4 /a#V$4/3 ) L@ E3 3R’\& @R#@ @R/ $.’$’3/9 V/@R’9 E3 /‘‘/7@E(/ ‘’. 7R#’@E7
3"&7R.’&E0#@E’& ’‘ @EV/Y7’&@E&%/9 3"3@/V3 #&9 R"$/.Y7R#’@E7 3"3@/V3)
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KK+KT 期 于洪洁等：对称非线性耦合混沌系统的同步


