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提出对求解常微分方程的各种数值算法，可以建立与之相协调的多时次差分格式 +并从数学上给出了一个其

计算稳定性的充分条件，同时提出了一种改进的最小二乘法来拟合自忆系数，以期在实际计算过程中既可以改善

计算效果，同时也可使其稳定性得以保障 +
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!国家重点基础研究发展规划项目（批准号："&&(-.(!’%&&）和国家自然科学基金（批准号：(&($/&%" 和 (&"$/&%!）资助 +
#通讯联系人 +

! 0 引 言

自顾震潮［!，"］提出利用历史资料来改进数值天

气预报以来，历史资料的使用问题越来越引起人们

的重视 + -123［%］从泛函极值的概念导出了多时刻预

报模式，从而使发展和应用各种不同的多时刻模式

来做数值预报成为一个重要的研究领域 +我国学者

已经从不同方面作了大量工作，特别是 -42［(］建立

的包含多个时刻观测资料的大气自忆性方程，能将

现有的多时刻数值预报模式统一在自忆性方程的框

架之内，是很有意义的 +此后，5678［/—$］和谷湘潜［’，)］

等从不同的角度提出各种针对多时刻模式的计算格

式，从理论和实践上做了很多有益的研究，丰富了多

时刻预报理论 +
然而正如 5678［!&］指出的那样，计算稳定性一直

困扰着多时刻模式的进一步深入研究和应用，稳定

性成为多时刻模式理论研究和实际应用的一个瓶颈

问题 + 5678［*，!!］和谷［)］针对这一问题作了初步探讨，

5678 以线性平流方程为例，指出多时刻计算格式的

稳定域非常复杂，只有对时变的自忆系数加以约束，

才有可能使计算稳定，谷则以描述大气运动的准地

转正压模式为例，说明动力核的选取对计算时效影

响很大 +可是另一方面，现有实际应用中的各种数值

预报模式都采用单时次的差分格式，而且与其对应

的稳定性问题不论从理论上还是从应用上都是相当

完善的，那么是否可以在已有的单时次数值差分格

式的基础上架构与其相协调的多时次差分格式，既

能使原有的稳定性得以一定程度的保留，却仍可使

用多个时刻的观测资料，甚至可以保留一些原始模

式的其他数学物理性质呢？本文正是在这方面进行

了初步探讨，以常微分方程为例，提出可以构造与原

始模式差分格式相协调的多时次差分格式，同时结

合改进的最小二乘法来拟合自忆系数，以期提高其

计算稳定性与计算效果 +
本文首先给出了协调多时次差分格式的构造方

法，其次从数学上给出了一个稳定性的充分条件，最

后阐述了最小二乘法的改进技巧 +

" 0 协调多时次差分格式的构造

对于求解常微分方程的各种算法，可以统一写

为

!!"#9 ! 9!!:! "#9 !:! 9 ⋯ 9!& "#

; $"（ %#，"#9 ! ，"#9 !:!，⋯，"#；$；&），

&" # " ’ : !， （!）

其中!(（ ( ; &，!，⋯，!）为不依赖于 # 的实常数，!!

#&，! 为一固定的正整数，$ 为积分步长，"&，"!，
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⋯，!" ! "已知 #（"）式包含所有常用的数值算法，若 "
$ "，为单步算法，若 " % "，为多步算法 #同时若函数

!与 !# & " 无关，称之为显式算法，反之称为隐式算

法 #函数!中的 $（!，%）为常微分方程的右端项 #
显然地，（"）式又可以写成

!#& " $ !#& "!" & &#& "!"， （’）

其中

&#& "!" $!""!" !#& "!" &"( "!’ !#& "!’ & ⋯ &"( ) !#

& ’"!（ %#，!#& " ，!#& "!"，⋯，!#；’；$），

（*）

"( "!" $ !""!"

""
! "，

"( ( $ !"(

""
（ ( $ )，"，⋯，" ! ’），

"! $!""
#

定义 ! 若一数值差分格式可写为

!#&" $#)（#）!# &#!"（#）!#!" & ⋯

&#! )（#）!#! ) &$)（#）&#

&$!"（#）&#!" & ⋯ &$! )（#）&#! ) ，

# $ )，"，’，⋯ # （+）

则称此计算格式为 ) 阶多时次差分格式 #称#*（#），

$*（ #），* $ )，! "，⋯，! ) 为 自 忆 系 数，& 为 动

力核 #
定义 " 任给初值 ! ! ) ! " ，! ! ) ! " & "，⋯，! ! ) ! "，

由某一算法（"）式生成时间序列

! ! ) ，! ! )&"，⋯，!)，!"，⋯，!#，⋯ （,）

若（+）式以（,）式中的 ! ! ) ，! ! ) & "，⋯，!) 为初值进

行积分，可生成时间序列

!( "，!( ’，⋯，!( #，⋯ （-）

且 !( "#!"，!( ’# !’，⋯，!( ## !# ⋯，则称 ) 阶多时

次差分格式（+）与此算法相协调 #
定理 ! 任给一算法

!# $ !#!" & &#!"， （.）

可以构造出形如（+）式的 ) 阶多时次差分格式与其

相协调，只要自忆系数满足

$)（#）$#)（#）&#!"（#）& ⋯ &#! )（#）$ "，

$!"（#）$#!"（#）&#!’（#）& ⋯ &#! )（#）

⋯⋯

$! )（#）$#! )（#）










#

（/）

证明 任给初值 ! ! ) ! " ，! ! ) ! " & "，⋯，! ! ) ! "，由

给定算法（.）可生成时间序列

! ! ) ，! ! )&"，⋯，!)，!"，⋯，!#，⋯ （0）

显然有下式成立：

!" $ !) & &)，

!) $ ! !" & & !"，

⋯⋯，

! ! )&" $ ! ! ) & & ! )










#

（")）

对上式依次前一式、前两式⋯⋯前 ) & " 式进行相

加，可得

!" $ !) & &)，

!" $ ! !" &（&) & & !"），

⋯⋯，

!" $ ! ! ) &（&) & & !" & ⋯ & & ! )）










#

（""）

因此，$#* ，* $ )，! "，⋯，! )，显然有下式成立：

#) !" $#) !) &#) &)，

#!" !" $#!" ! !" &#!"（&) & & !"），

⋯⋯，

#! )!" $#! )! ! ) &#! )（&) & & !" & ⋯ & & ! )）










#

（"’）

若

#) &#!" & ⋯ &#! ) $ "， （"*）

将（"’）式中各式相加，可得

!" $#) !) &#!" ! !" & ⋯ &#! )! ! )

&$) &) &$!" & !" & ⋯ &$! )& ! ) ，（"+）

其中

$) $#) &#!" & ⋯ &#! ) $ "，

$!" $#!" &#!’ & ⋯ &#! ) ，

⋯⋯

$! ) $#! )










#

（",）

考虑到 !#，#* 的任意性，可将上述差分格式（"+）写

为形如（+）式与积分时间 # 有关的形式 # 又由推导

过程的严格等价性及定义 ’，考虑约束条件（"*）和

（",），知此 ) 阶多时次差分格式与算法（.）相协调 #
证毕 #

若记 +(（#）$ !# & ( &%
(

* $ )
&* ，( $ )，! "，⋯，! )，

由定理 " 的证明过程不难看出，) 阶相协调的多时

次差分格式可以写为

!#&" $#)（#）+)（#）&#!"（#）+ !"（#）& ⋯

&#! )（#）+ ! )（#）， （"-）

其中#)（#）&#! "（#）& ⋯ &#! )（#）$ "，所以上式

又可写为
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!"!" #!$（"）（#$（"）% # % $（"））

!!%"（"）（# %"（"）% # % $（"））! ⋯

!!% $!"（"）（# % $!"（"）% # % $（"））

! # % $（"）& （"’）

将上式与多时次差分格式（(）进行比较，可以发

现在同样回溯阶 $ 的条件下，新构造的相协调的多

时次差分格式只需拟合 $ 个自忆系数，而格式（(）

则需要求出 )$ ! ) 个自忆系数，这对实际的计算十

分有利 &
然而新格式（"’）需要与原始算法相协调，决定

了它的积分步长必须和原始计算格式一致，而实际

的观测间隔往往和步长不一致，传统的多时刻模式

也正因为此要取较大的步长 & 本文对这一问题作如

下技术处理 &
设观测间隔为!% # &’，’ 为原始算法的积分步

长，可以用已有真实观测时刻的观测值作为初值，用

原始算法向前积分 & % " 个步长作为无观测时刻的

“观测值”，这一过程只是在预报的开始阶段需要，因

为新格式每次的积分结果都是以步长 ’ 为单位的 &
可是这时还有一个问题需要解决，对于传统的 $ 阶

多时刻模式，可以同时使用 $ ! " 个真实独立的观

测值，而对于新格式则意味着是 &（ $ ! "）% " 阶，大

大增加计算量并造成算法的困难，本文认为可以在

同一个观测间隔!% 内取相同的自忆系数，这样就

仍然只需拟合 $ 个自忆系数，却用到了 $ ! " 个真

实独立的观测值 &

* + 多时次差分格式的稳定性

本文提出的多时次差分格式（(），尽管与求解常

微分方程的线性多步法有相似之处，但它们二者之

间有着本质的不同 &一方面，用多时次差分格式进行

计算时同时使用多个独立的观测值，而线性多步法

所使用的多个初值却仍是由一个观测值生成的，并

不独立；另一方面，多时次差分格式具有随时间演变

的自忆系数，且自忆系数的获得是由更长时间独立

的观测资料拟合而来的；最后，多时次差分格式的动

力核具有灵活的形式，并不像线性多步法中的动力

核只是简单的取微分方程的右端项，实际上从相协

调的多时差分格式的构造过程来看，完全可以在线

性多步法的基础上架构多时次差分格式 &不过，对多

时次差分格式计算稳定性的研究，却可以借鉴求解

常微分方程的线性多步法的计算稳定性理论，下文

未给出具体证明的命题可参考文献［")］&

!"#" 线性差分方程解有界的一个充分条件

为研究多时次差分格式的稳定性，我们首先引

入线性差分方程的概念 &
定义 ! $ 阶线性差分方程是指如下的关系式

!$（"）!"! $ !!$%"（"）!"! $%" ! ⋯

!!$（"）!" # ("， （",）

其中!)（"），) # $，"，)，⋯，$，(" 为给定的关于 " 的

函数，并且!$（"）!$，!$（"）!$ &当 (" # $ 时，（",）

式为

!$（"）!"! $ !!$%"（"）!"! $%" ! ⋯

!!$（"）!" # $，

" # $，"，)，⋯， （"-）

称为 $ 阶齐次线性差分方程 &
命题 # 如果 !（"）

" ，!（)）
" ，⋯，!（ $）

" 是 $ 阶齐次线

性差分方程（"-）的解，则它们的任意线性组合

*" # +" !
（"）
" ! +) !

（)）
" ! ⋯ ! +$!

（ $）
" （)$）

也是（"-）的解，其中 +)（ ) # "，)，⋯，$）为常数 &
命题 $ 设 !（"）

" ，!（)）
" ，⋯，!（ $）

" 是 $ 阶齐次线性

差分方程（"-）的解，并且行列式

!（"）
" !（)）

" ⋯ !（ $）
"

!（"）
) !（)）

) ⋯ !（ $）
)

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

!（"）
$ !（)）

$ ⋯ !（ $）
$

! $， （)"）

则齐次差分方程（"-）的任何解均可表成（)$）的形

式，此时称（)$）式为（"-）式的通解 &
命题 ! 如果 !（"）

" ，!（)）
" ，⋯，!（ $）

" 为 $ 阶齐次线

性差分方程（"-）的线性无关解，则（",）的通解可以

表为

!" # "
$

) # "
+)!

（ )）
" !"

"% $

& # $
,"，&(& ， （))）

其中 ,"，& 为如下差分方程的解：

"
$

) # $
!)（"）,"! )，& #""，& ，" # $，"，)，⋯，

,-，& # $，当 - . & ! $ 时，& # $，"，)
{

，⋯，

（)*）

其中

""，& #
$，当 " ! &，

"，当 " # &{ &
为研究的方便，我们在 !& 中引入内积与范数 &设

"，##!&，" #（!"，!)，⋯，!& ）/，# #（*"，*)，⋯，*& ）/，
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定义（!，"）!!
!

" ! "
#"$" 为 #! 中的内积 #同时引入以下

两种范数

"!"$ !（#$
" % #$

$ % ⋯ % #$
!）"&$，

"!"’ ! ()*
"# "#!

#"

分别称为 $+ 范数和’+ 范数 #
定理 ! 若记 % 阶齐次线性差分方程为如下

形式：

#&% % !!%,"（&）#&% %," %!%,$（&）#&% %,$

% ⋯ %!-（&）#&，

& ! -，"，$，⋯ （$.）

并记!（&）!（!% , "（&），!% , $（&），⋯，!-（&））/，给

定初值 !（-）!（#% , "，#% , $，⋯，#-）/，若" !（-）"’

#’，且"!（&）"$
$#"& %，则（$.）式的解 0 #& 0#’ #

证明 取 & ! -，由（$.）式知

0 #% 0 ! 0（!（-），!（-））0， （$1）

使用 2)3456+7458)9:; 不等式，由上式可得

#%
$ #（!（-），!（-））（!（-），!（-））

#
"
%（#$

- % #$
" % ⋯ % #$

%,"）

#
"
%（"!（-）"$

’ % "!（-）"$
’ % ⋯

% "!（-）"$
’ ）

!"!（-）"$
’ # ’$ # （$<）

所以 0 #% 0#’ # 此时有 !（"）!（ #%，#% , "，⋯，#" ）/，

从而"!（"）"’#’，不难看出，以此类推，任给 &，

总有 0 #& 0#’ #证毕 #

"#!# 多时次差分格式稳定的一个充分条件

定义 $ 多时次差分格式

#&% % !!%,"（&）#&% %," %!%,$（&）#&% %,$ % ⋯

%!-（&）#& %"%,"（&）(&% %,"

%"%,$（&）(&% %,$ % ⋯ %"-（&）(& （$=）

称为稳定的，如果对任何关于 #& 满足 >?@A45?:; 条件

的$(& ! (& B )，存在常数 * 及 )-，使得当 - C ) C )-

时，（$=）式的任何二解满足不等式

()*
&)#+

0 #& , $& 0# ,’-， （$D）

其中 ’- ! ()*
-# - C %

0 #- , $- 0 #

定理 " 记!（&）!（!% , "（&），!% , $（&），⋯，

!-（&））/，"（ & ）!（"% , "（ & ），"% , $（ & ），⋯，

"-（&））/，若"!（&）"$
$#"& %，且""（&）"’#.，

& ! -，"，$，⋯，则多时次差分格式（$=）稳定 #

证明 设 #& % %，$& % % 为（$=）式的任意二解，则

#& % % ! #& % % , $& % %满足下列关系：

#&% % ! !
%,"

- ! -
!-（&）#&% - % /&， （$E）

其中

/& ! !
%,"

- !-
"-（&）)［$(&% -（#&% -）,$(&% -（$&% -）］#（F-）

据命题 F，#& % %可以表为

#&% % ! !
%,"

- ! -
*-0

（ -）
&% % %!

&

! ! -
1&% %，!/! ， （F"）

其中 0（ -）
& % %（ - ! -，"，⋯，% , "）为齐次差分方程#& % %

! !
% , "

- ! -!-（&）#& % - 的线性无关解，1& % %，! 是此齐次方程

满足初始条件

1!% %，! ! "，1!% -，! ! -，- ! "，$，⋯，% , "（F$）

的解 #因自忆系数!-（&），- ! -，"，$，⋯，% , " 满足

给定条件，由定理 $ 知 0（ -）
& % %，1& % %，! 有界，设其上界

为 ’，由（F"）式得到

#&% % # ’ !
%,"

- ! -
0 *- 0 %!

&

! ! -
0 /!( )0 # （FF）

注意 *- 可以表为#-，#"，⋯，#% , "的线性组合 #这样一

来，若令 ’- ! ()*
-# - C %

0#- 0，则由（FF）式导出

0#&% % 0# 2’- % ’!
&

! ! -
0 /! 0， （F.）

其中 2 为常数 #利用（F-）式并注意$( 满足 >?@A45?:;
条件，从（F.）式容易算出

0#&% % 0#2’- % )’3.!
&

! ! -
!
%,"

- ! -
0#!% - 0

! 2’- % )’3.!
%,"

- ! -
!
&% -

! ! -
0#! 0

#2’- % )’3.%!
&% %,"

! ! -
0#! 0， （F1）

式中 3 为 >?@A45?:; 常数 #令 ’" ! ’3.%，若 &)#+ ,

4-，利用离散型 GHII()JJ 不等式，从（F1）式导出

0#&% % 0# H’"（+, 4-）（2 % )%’"）’-， （F<）

即（$=）式稳定 #证毕 #
值得说明的是，定理 F 的证明考虑了自忆系数

随时间的变化，实际上给出了一个自忆系数的稳定

域 #因为由定理 $ 知道，满足一定条件的变化的自忆

系数仍能保证线性齐次方程解的有界，从而有力地

保证了多时次差分格式计算的稳定性 #
现在我们来考察一个特殊的 % 阶相协调的多

时次差分格式，若（"=）式中的自忆系数取为常数，且
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!!（!）"!# $（!）" ⋯ "!# "（!）!
$

" % $，可将其

写成

#!%$ " $
" % $#! % $

" % $#!#$ % ⋯

% $
" % $#!# " % $! % $ # $

" %( )$ $!#$

% ⋯ % $ # "
" %( )$ $!# " & （’(）

推论 （’(）式是稳定的 &
结论是显然的 & 这一点在下文中会看到有着重

要的实际应用价值 &

) * 对最小二乘法的改进

我们建立的 " 阶相协调的多时次差分格式（$(）

中的自忆系数是灵活可变的，在实际计算中，用最小

二乘法来拟合自忆系数 &
任给时间序列

# # % ，# # %%$，⋯，# # "，# # "%$，⋯，#!，% " "，（’+）

则可建立拟合方程组

!" " #， （’,）

其中

& "

’!（# $）# ’ # "（# $） ⋯ ’ # "%$（# $）# ’ # "（# $）

’!（# -）# ’ # "（# -） ⋯ ’ # "%$（# -）# ’ # "（# -）

⋯

’!（# % % "）# ’ # "（# % % "） ⋯ ’ # "%$（# % % "）# ’ # "（# % % "
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其中 ! 为（ % # "）. " 矩阵，" 为 " . $ 矩阵，# 为（ %
# "）. $ 矩阵，因此一般的最小二乘问题便提为求

（’,）式的广义解问题，即

" "（!/!）#$ !/ # & （)!）

在实际计算中，向前积分后，可剔除最后的观测

值，补入新的计算值，重新计算 !，" 及 #，再求解

（)!）式，如此反复，不断向前积分，使自忆系数具有

自适应特征，即可实现格式（$(）的运算，又可以利用

多个时刻的观测资料 &
由于矩阵 !/! 常常是病态的，人们通常采用奇

异值分解方法来处理直接求逆的困难，然而已有研

究表明［$’］，这种做法对改善解的计算精度没有明显

的效果 &而且多时刻模式的计算经验表明，直接用此

法拟合出来的自忆系数量级往往相差较大，为保证

计算效果与计算稳定性，对得到的自忆系数进行标

准化是常常采用的手段［$!］，而这样又有可能使解的

计算精度进一步降低 &因此，对最小二乘法进行改进

是必需的 &
求解方程组（’,），显然等价于如下的极小问题：

012$（"）" $
-（!" # #）/（!" # #）， （)$）

采用优化下降算法求解 "，但 ! 的病态同样会严重

影响计算效果，因而本文将其转化为另外一个等价

的极小问题：

012$（%）" $
-（&% # ’）/（&% # ’）， （)-）

其中 & " ( # $#!( # /，’ " ( # $#! / #，" " ( # / %，#! "
!/! %!)，"为一适当的正数，) 为单位矩阵，将#!
分解为#! " * # + # ,，* 是由#! 对角元组成的对

角矩阵，# + 为#! 的严格下三角阵，+ " ,/ &可得 (
"（* # +）* # $3- &这样可以使矩阵 & 的条件数大约

是矩阵#! 的条件数的平方根［$)］&这样做的好处还在

于，对拟合矩阵条件数的改善也变为自适应的了，因

为用格式（$(）做滑动预报时，拟合矩阵的条件数也

是随着积分时间不断变化的 &
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尽管如此，由于舍入误差对拟合矩阵的条件数

非常敏感，目标函数 !（ "）往往仍然存在多个极小

点 !为取得好的计算效果，更重要的也是为了保证格

式（"#）的计算稳定性，如何选取优化算法的初始猜

值成为一个需要认真对待的问题 ! 一个自然的想法

是，若用理论上可以保证稳定的（$#）式的自忆系数

作为 # 的初猜值，即取 #% &（"’（ ! ( "），"’（ ! ( "），

⋯，"’（! ( "））)，在其附近寻找与其相邻的极小点，

可能会使格式（"#）不仅可以取得好的计算效果，而

且可以改善其计算稳定性 ! 因为定理 $ 的结论其实

还说明在这个初猜值的邻域是一个计算稳定的区

域 !
为了直观理解最小二乘改进的必要性，我们以

*+,-./0 矩阵为例来进行说明 ! 记 " 1 " 的 *+,-./0 矩

阵为 $" ，#（ $，%）为其第 $ 行第 % 列的元素，则 #（ $，

%）& "’（ $ ( % 2 "）!考虑如下病态方程组：

$"# & %， （3$）

其中，# 为 " 1 " 矩阵，% 为 " 1 " 矩阵 !取 #& &（"，"，

⋯，"）)，% & $"#&，则 #& 为方程组（3$）式的解 !
取 " & 4%，分别用奇异值分解，变分法（3"）与变

分预处理（34）来求解方程组（3$）（下降算法均为

567 变度量算法［"8］）!对于奇异值分解法，我们舍弃

小于 %9%" 的特征值与其对应的特征向量，可得解

#’ ，由（3"）式可求得此时的目标函数值 !（ #( ）&
"
4（$4% #( 2 %）&（$4% #( 2 %）!89$ 1 "%2 :，若再对 #(

进行标准化，使其各分量的平方和为 "，可得解 #; ( ，

此时!（#; (）!"3 !对于变分法，取初猜值 #% &（4，4，

⋯，4）)，可得解 #)，此时 !（#)）!"94 1 "%2 : ! 对于变

分预处理法，取 同 样 的 初 猜 值，可 得 解 #)*，此 时

!（#)*）!"94 1 "%2 # !因此，不难看出，极小化方法可

以有效提高病态方程组解的精度，而预处理技巧又

可使解的精度进一步改善 ! 若直接对奇异值分解方

法所求得的解进行标准化，则会大大降低解的精度 !
现在我们再来考察一下目标函数的形态 !显然，

#& &（"，"，⋯，"）) 为目标函数的一个极小点，此时

!（#&）& %，同时记此点为 + 点 ! 若取初猜值 #% &
（"%，"%，⋯，"%）) 由变分预处理法可得另一极小点

#)*"，此时 !（ #)*"）!<9$ 1 "%2 #，记此点为 , 点 ! 若

取初猜值 #% &（4%，4%，⋯，4%）)，用同样的方法可再

得一极小点 #)*4，此时 !（#)*4）!$9= 1 "%2 :，记此点

为 - 点 !图 "（>）给出了沿 +，,，- 三点第一分量所

作出的目标函数抛面图，图 "（-）给出了沿 +，,，-
三点第三分量所作出的目标函数抛面图，考虑到方

程维数较高，其他分量的目标函数抛面图不再一一

给出 !

图 " 极小点 +，,，- 所对应的目标函数抛面图 （>）沿第一分量；（-）沿第三分量

由图 "（>），（-）不难看出，矩阵的病态性质造成

了目标函数存在多个极小点，若分别取图中的 +%，

,% 和 -% 为初始猜值，极小化方法求得的解相应的

分别为 +，, 和 - 点 !不妨认为 ,% 附近的范围是格

式（"#）计算稳定的区域，那么初猜值的选取就变得

十分 重 要 ，因 为 +点 和-点 与,% 点 的 距 离 远 大 于

, 点与 ,% 点的距离，所以 , 点所对应的解就更有

可能保证计算的稳定性，,% 点也就是一个好的初

猜值 !
所以我们可以预期，对最小二乘拟合矩阵和初始

猜值的谨慎处理，会在相当程度上保证协调多时次差

分格式的计算稳定，同时也使计算效果得以改善 !
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!" 总 结

提高气候系统的预测水平，是一个富有挑战性

的课题［#$］%充分考虑对过去资料的使用，建立动力

统计相结合的方法来进行预报，是一个正在不断发

展的领域 %多时刻理论无疑是其中一个重要的方向，

可作 为 反 问 题 的 一 种 提 法，同 样 存 在 着 不 适 定

性［#&］，特别表现为其计算的不稳定 % 本文针对求解

常微分方程的各种算法，提出可以建立与之相协调

的多时次差分格式，同时结合改进最小二乘法，来确

保计算的稳定性，为最终解决多时刻模式的稳定性

问题提供了一个有益的思路 %
值得注意的是，决定最小二乘法的算法好坏的

一个主要环节，就是对拟合矩阵进行预处理，来降低

矩阵的条件数，本文采用的也不过只是一种最基本

的方法 %关于预处理的方法，在计算数学领域仍是研

究的热点之一［#’］，充分吸收这一领域的最新成果，

完全可能使多时次差分格式的计算效果得到进一步

的提高 %
严格的讲，本文只是对多时次差分格式的零稳

定性进行了探讨，也只是给出了一个充分条件，并未

涉及其绝对稳定性 %然而，对其绝对稳定性的研究更

具有实际意义，绝对稳定性不仅取决于原始算法，而

且也与微分方程本身的性质有关，若进一步考虑到

多时次差分格式具有随时间演变的自忆系数，问题

变得更为复杂 %协调多时次差分格式究竟能在多大

程度上保留原始算法的绝对稳定域，仍需深入研究 %
总之，对本文提出的协调多时次差分格式稳定

性的探讨是具有半经验性质的，无论从严格的数学

理论还是从广泛的实际应用来看，进一步的工作都

是必要的 %
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