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提出了用条件熵来测定双向耦合混沌系统的广义同步，随着耦合强度的增大，当条件熵有一突出的最小值出

现时表明两系统达到广义同步 )为了证明这种方法的有效性，将这种方法用于 *+,,-./012/.34与 *+,,-./0*+,,-./混沌
系统的双向耦合情况，数值模拟结果表明该方法非常有效且具有较强的鲁棒性 )
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$ A 引 言

自从 $BB%年美国学者 C.@2/8和 D8//2--［$］在实验
中发现混沌同步以来，混沌同步一直成为研究的

热门课题 )人们相继提出了多种同步形式，如完
全同步［$—"］、广义同步［E—(］、相同步［ B—$’］及滞后同

步［B—$$］)但目前对广义同步的研究多数局限于单向
耦合情况，对于双向耦合情况，文献［$#］只做了初步
的研究，且所用的广义同步的判据沿用了单向耦合

的情况，并非是严格意义上的两个系统双向耦合的

广义同步，因此对如何判断相互耦合两个混沌系统

是否达到广义同步有待于进一步研究 )在文献［$"］
中，作者给出利用符号动力学中条件熵判断单向耦

合的广义同步，其结果与用条件 1F8G>32H指数做判
据的结果一致，而且这种符号动力学方法能够很好

地反映混沌伪随机序列复杂度［$E］)本文提出用条件
熵测定双向耦合混沌系统的广义同步，随着耦合

强度的增大，条件熵出现突出的最小值时表明两

混沌系统达到广义同步，它与两个系统的第二大

1F8G>32H指数由正变负对应 )

& A 符号动力学分析与条件熵

考虑两个非线性系统：

!·I !（!，!"），

"·I "（"，"!）， （$）
式中，!，" 代表两个系统状态变量，!" #$$，""
#$&，!，"代表相互耦合 )假设从系统（$）中得到两
个时间序列

%& I %&（ ’% J (!），
)* I )*（ ’% J (!），

（&）

式中 %& 代表向量 ! 第 & 个变量，)* 代表向量 " 的第 *
个变量，( I %，$，&，⋯，’% J (!是采样的时刻，采样
的时间间隔为!，在以下的计算中我们取!I $)
为了识别这两个混沌时间序列是否达到广义同

步，一般需要通过粗粒化的方法，将时间序列转化为

相应的符号序列，使得两系统广义同步关系变得清

晰 )具体做法是分别取两系统的 C293@8/K 截面（通常
选取的 C293@8/K截面应通过系统吸引子旋转中心），
与方程（&）对应的符号序列 +&（ +*）可以通过选取

C293@8/K截面作为分隔面而得到 )当与方程（&）对应
的代表点在分隔面之上和上方，+& I $（+* I $），反之
取 +& I %（+* I %），这样得到一组由 $和 %组成的长
符号序列 )将该长符号序列分割为固定长度为 ,（本
文取 , I "）的短符号序列［B］，每个短符号序列用一
个整数 - 来代替，即

- I #
,

& I $
&,L &+& ) （’）

这样得到一组 - 值，把 -%（ (），-)（ (）作为 %&（ (），
)*（(）的符号序列 )容易想到，若 %&（(）与 )&（(）不相
关，那么 -%（(）与 -)（(）也不相关，若 %&（(）与 )*（(）

第 "#卷 第 (期 &%%"年 (月
$%%%0’&B%M&%%"M"#（%(）M’#B50%"

物 理 学 报
NDON CPQRSDN RSTSDN

U2-)"#，T2)(，N>=>,V，&%%"
!

$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$
&%%" DW93) CWF,) R2@)



存在广义同步关系，那么 !"（#）与 !$（#）也存在相同
的关系，而且可以通过平移 #! 个时间单位来消除这

种关系 "用条件熵描述这种关系［#$］，

%〈" % $〉& ’ #
&!!!$

#
’!!" % !$

(〈 !"（# ( #!）% !$（#）〉

) *+(〈 !"（# ( #!）% !$（#）〉" （,）
这里，(〈 !"（# ( #!）% !$（ #）〉表示当 $) 处于 !$（ #）态
时 "* 处于 !"（# ( #!）态的概率，&! 表示所有不同 !$
态的总数，方程（,）中第一个求和是在固定 !$ 态时
对所有 !" 态的求和 "从方程（,）可以看出：当两系统
处于非同步的混沌状态时，则 $) 处于 !$（ #）态时 "*

处于不同 !"（ # ( #!）态的概率 ( 接近平均值，条件
熵不出现突出的最小值 "当两系统达到广义同步时，
则 $) 处于 !$（ #）态时 "* 以较大的概率 ( 处于某个

!"（# ( #!）态，这时条件熵出现突出的最小值 "显然，
当两个系统处于完全同步时条件熵为零 "下面我们
研究两个混沌系统通过双向耦合达到广义同步时，

条件熵随平移时间间隔 #! 的变化情况 "

$ - 数值模拟结果及分析

我们讨论 ./00*123./00*12 和 ./00*1234521+6 混沌
系统双向耦合的广义同步 "

!"#"$%&&’()*$%&&’()混沌系统双向耦合情况

两个参数不同 ./00*12混沌系统双向耦合的动
力学方程为［7］

"·# & ’!# "8 ’ "$ ("（$# ’ "#），

"·8 & !# "# ( +"8，

"·$ & , ( "$（"# ’ -）；

$·# & ’!8 $8 ’ $$ ("（"# ’ $#），

$·8 & !8 $# ( +$8，

$·$ & , ( $$（$# ’ -）"

（9）

这里，+ & !" #:9，, & !" 8，- & #!，!# & ! " 79，!8 &
!-77，"是耦合强度 " 图 # 是该模型的最大 , 个
4;<=>+5?指数随耦合强度的变化关系图 "当耦合强
度""! " !$: 时，第四大 4;<=>+5? 指数由零变负，
两系统达到相同步［##］" 当"" ! " ### 时，第二大
4;<=>+5?指数由正变零，同时第三大 4;<=>+5? 指数
由零变负，说明此时系统发生了相变 "
为了说明系统状态随耦合强度的变化，下面讨

图 # 最大 ,个 4;<=>+5?指数随耦合参数的变化关系

论时间序列 "$，$$ 的条件熵，选择 "$ & ."，$$ & .$

作为分割面，采用四阶龙格3库塔法来解方程（9），迭
代步长为 ! " !!9 "当耦合强度" & !，! " !$@，! " ##8，
!-#,时，取 ." & !" !8，! " !#7，! " !#:，! " !#:，.$ &
!-!$#，! "!$#，! "!$，! "!$得到条件熵随 #! 的变化如

图 8所示 "从图 8可以清楚地看出，当耦合强度"#
! "##时，条件熵不出现突出的最小值，而大于此值
则出现突出的最小值，表明此时两系统达到广义同

步 " 如果在 $$ 时间序列加入［ ’ !" !!!9，! " !!!9］噪
声，也能得到相同的结果 "图 $给出了与图 8相同条
件下部分条件熵随 #! 的变化 "

!"+"$%&&’()*,-)(./混沌系统双向耦合情况

4521+6与 ./00*12混沌系统双向耦合的动力学方
程为

"·# & ’ "8 ’ "$ ("（$# ’ "#），

"·8 & "# ( +"8，

"·$ & + ( "$（"# ’ ,）；

$·# & -（$8 ’ $#）("（"# ’ $#），

$·8 & ’ $# $$ ( /$# ’ $8，

$·$ & ’ $# $$ ’ 0$$ "

（:）

取 + & !"8，, & 9"@，- & #!，/ & 8A，0 & AB$，图 ,是两
系统的第二到第四大 4;<=>+5? 指数随耦合强度的
变化关系（最大 4;<=>+5?指数由于较大且始终大于
零，故省略）"从图 ,可以看出，当耦合强度达到""
! "!7 时，第二大 4;<=>+5? 指数从正值变为零，同时
第三大 4;<=>+5? 指数由零变负，说明系统发生了
相变 "
为了说明系统状态随耦合强度的变化，下面讨

论时间序列 "#，$# 条件熵 "由于 4521+6系统有两个
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图 ! 条件熵随 !" 的变化关系 （#）!$ "，"% $ " & "!，#% $ " & "%’；（(）!$ "& "%)，"% $ " & "’*，#% $ " & "%’；（+）!$ "& ’’!，"% $ " & "’,，

#% $ "-"%；（.）!$ "&’/，"% $ " &"’,，#% $ " &"%

图 % 加入噪声后条件熵随 !" 的变化关系 （#）!$ "&’’!，"% $ " &"’,，#% $ " &"%；（(）!$ "&’/，"% $ " &"’,，#% $ " &"%

旋转中心（如图 0 所示），故选择 1234+#56 截面时应
该选取两个 &考虑到 7899:;5系统对 <25;4=系统影响
不太明显，我们将两个截面固定在 #’ $ > ?处（这时

若方程（!）对应的代表点在分隔面之间，取 $ $ "，反

之取 $ $ ’），而 7899:;5系统的吸引子变化较大，故
1234+#56截面 "’ $ %" 随耦合强度的改变而改变，当

耦合强度! $ "，" & "0，" & "*，" & ! 时，取 %" $ "& /，
@ "&’，@ "& ,，@ "& %，数值模拟得到条件熵随 !" 的
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变化如图 !所示 "从图 !可以清楚地看出，当耦合强
度小于 # "#$后，条件熵不出现突出的最小值，而大

于此值则出现突出的最小值，表明两系统达到广义

同步 "

图 % 第二到第四大 &’()*+,-指数随耦合强度的变化关系 图 . 耦合强度为零时的 &,/0+1系统 !2，!3 的相图

图 ! 条件熵随 "# 的变化关系 !2 4 5 6"（(）!4 #，#2 4 #"%；（7）!4 #"#.，#2 4 8 #"2；（9）!4 #"#$，#2 4 8 #"!；（:）!4 #";，#2 4 8 #"3

% < 结 论

本文研究了双向耦合混沌系统的广义同步 "数

值模拟结果表明，用条件熵可以很好测定两个双向

耦合系统是否达到广义同步，即当条件熵随着耦合

强度的增大出现突出的最小值时表明两系统达到了

广义同步，它与两个系统的第二大 &’()*+,-指数由
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正变负对应 !该方法可靠且具有很强的鲁棒性 !显
然，该方法也可用于测定两系统是否达到延迟同步

和完全同步，因此具有一定的普适性 !
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