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用相场法模拟了过冷纯物质二次枝晶的生长过程，并定量地研究了过冷度、各向异性、热扰动振幅等参数对二

次枝晶的影响 * 通过加入热扰动，相场法能更真实地模拟过冷熔体中二次枝晶的生长，计算得到的二次枝晶间距

和幅值与由 +,-./,012345,361738009:8- 方法得到的结果符合较好 * 模拟结果表明，过冷度和各向异性对二次枝晶有较

大影响 * 当过冷度增大时，二次枝晶间距随之减小；当各向异性增大时，二次枝晶间距随之增大，但二次枝晶幅值

则随之减小 * 热扰动振幅主要影响二次枝晶幅值，而对二次枝晶间距影响较弱 *
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" C 引 言

枝晶生长是凝固过程中十分常见的现象，它对

凝固产品的性能有重要的影响，同时枝晶生长也是

非平衡系统中自由生长的典型例子 * 对这一过程的

理解无论是在理论上还是在实际应用中都具有十分

重要的意义 * 模拟枝晶生长的困难在于如何处理具

有复杂形状的固液界面，而相场法通过引入相场变

量!，能避免直接跟踪固液界面，提高计算效率，因

此是 介 观 组 织 模 拟 中 的 研 究 热 点［"，&］* "’’) 年

24D4E46?8［)］利用含有各向异性的相场模型对二维纯

金属过冷熔体中的枝晶生长进行了模拟，首次实现

了复杂形状枝晶生长的模拟 * 24354 等［%—;］对相场

模型进行了薄界面渐进分析，提出了界面厚度可以

大于毛细长度的观点，这极大地提高了相场模型的

计算效率 * 之后他们又利用耦合热扰动的相场模型

研究了边枝的生长，并证明自己的模拟结果和由

+,-./,012345,361738009:8-（+27）方法得到的解是一

致的 * 于艳梅等［<，$］利用相场模型研究了各向异性、

界面动力学系数，热扩散系数和界面能对枝晶尖端

状态的影响 * 本文主要利用耦合热扰动的相场模型

来模拟二次枝晶的生长，并讨论了各种参数对二次

枝晶生长的影响 *

& C 理论模型和数值求解

相场模型是以金兹堡1朗道理论为基础，用有序

参量!（ !，!）来表示物质在不同时刻、不同位置相的

状态 * 在液相区相场变量!F #，在固相区!F "* 这

样固液界面就是!F # 到 " 光滑变化，具有一定厚度

的扩散区域 * 利用自由能减小原理并与热扩散方程

耦合就能构造无对流条件下的二维相场模型，其方

程如下：
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式中，" F
( H (5

) I *+
为无量纲温度，(5 为熔点，) 为潜

热，*+ 为比热容；# 为热扩散率；$（!）是与潜热有关

的函数；#是热扩散场和相场的耦合系数；"（#）为

第 (% 卷 第 $ 期 &##( 年 $ 月

"###1)&’#I&##(I(%（#$）I)<%#1#(
物 理 学 报
JKLJ MNOPQKJ PQRQKJ

S90*(%，R9*$，J:A:6.，&##(
"

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
&##( K?8-* M?E6* P9>*



表征固液界面原子运动时间的变量，!（ !）是界面

厚度，! !

!

!!
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" 定义各向异性因子
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式中"是各向异性系数 " 则#（!），!（!）可以分别

表示为

#（!）!#)（"#（!））*， （(）

!（!）! !) "#（!）， （+）

其中 !)，#) 均为常数 " " 是以 ,-./012. 力形式耦合

进热扩散方程的能量守恒的热扰动，在这里忽略了

相场方程中非能量守恒的扰动 " " 服从高斯分布，

均值为零，方差如下：
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式中，+8 为 8<=>?9-. 常量，$为冲击函数，*6 为热扰

动振幅 "
对相场方程和热扩散方程采用均匀网格的二阶

精度中心差分格式进行离散 " 为了提高计算效率，

采用双重网格法，即热扩散场空间步长是相场空间

步长的 + 倍 " 各种物性参数均不随时间变化 " 计算

区域为 @)) A @)) 的网格，相场和热扩散场均采用绝

热边界条件（B069-.. 边界条件）" %为无量纲过冷

度 " 初始晶核半径为 0)，置于计算区域的左下角，则

#* ’ $* ! 0) （! ! $， 1 ! )）， （@）

#* ’ $* 5 0) （! ! )， 1 ! %%）" （C）

同时为了保证收敛性，空间步长、时间步长应满足如

下条件：

"# 3 !) D*， （$)）

"’ 3 "#* D() " （$$）

为了计算二次枝晶臂间距&（ 2）和幅值 "（ 2），

首先要计算一个无热噪声稳态的枝晶主干尖端形状

#)（ 2），然后再计算含有热噪声的枝晶主干尖端形状

#（ 2，’），则
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式中，2 是距枝晶主干尖端的距离，3 是枝晶主干尖

端速度，4（ 2）表示在距枝晶主干尖端 2 处在（ ’* %
’$）时间内曲线 #（ 2，’）极值点的个数 " #，2 的具体

关系如图 $ 所示（其中’为枝晶尖端半径）"

图 $ #E 2 关系曲线

&F 计算结果和分析

!"#" 过冷熔体中枝晶生长的形貌及其温度场

图 * 是无噪声条件下计算得到的枝晶尖端生长

速度 5 >2G !
36)

) 和枝晶尖端半径’>2G !’6)
（其中 6) 是

毛细长度）" 由图 * 可见，随着时间的逐步推移，枝

晶尖端生长速度和半径都逐渐收敛，而且收敛后的

枝晶尖端生长速度和微观可解理论（HIJ）［+］符合得

较好 " 这就证明了本文的模拟是正确可信的 "

图 * 无量纲枝晶尖端生长速度和尖端半径随时间的推移而收

敛 % ! )F++，6) ! )F$&C，"! )F))+，) ! (，!) ! $，#) ! $

用相场法模拟枝晶生长时，在无噪声条件下，合

理选择参数会消除由于数值误差引起的二次枝晶，

这时模拟得到的是光滑枝晶 " 图 & 是加入热扰动 "
以后形成的枝晶形貌和温度场的分布 " 由图 & 可

见，加入热扰动后不但形成了二次枝晶，而且在某些

二次枝晶的一侧出现了三次枝晶 " 值得注意的是三
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次枝晶不是在二次枝晶的两侧同时出现，而只出现

在一侧，这种特殊的现象已经得到了实验的证实［!］"
在模拟中还观察到二次枝晶间的互相竞争，某些枝

晶会抑制其临近枝晶的生长 " 同时由于凝固潜热的

释放，一些地方出现了重熔现象 " 从图 #（$）可以看

到，由于相变潜热的释放，固相中的温度要比液相

高，热流是从固相流向液相 " 在枝晶尖端具有最大

的温度梯度，而在枝晶根部温度梯度最小 " 同时，由

于热扰动的出现使得最低温度低于初始过冷度 "

图 # 引入热噪声后枝晶形貌和温度场的分布 （%）相场，（$）温

度场 "! & ’()*，!’ & ’(+#!，"& ’(’’*，" & ,，#’ & +，#’ & +

!"#" 相场参数对二次枝晶生长的影响

对于很多实际使用的合金，二次枝晶和合金的

机械性能有着紧密的关系 " -%./%［)］在 0%123. 等工

作的基础上，利用 4-5 近似法得到了不同形状针状

枝晶二次枝晶间距和幅值的理论解 " 图 , 是计算得

到的无量纲二次枝晶间距和幅值 " 从图 ,（%）可以看

到，模 拟 得 到 的 二 次 枝 晶 间 距 和 理 论 值 相 差 近

*’6，但 考 虑 了 枝 晶 生 长 过 程 中 的 拉 伸 效 应

（78.389:;12 3<<398）后［)］，模拟结果和理论值就比较一

致了 " 从图 ,（$）可以看到，在枝晶尖端附近二次枝

晶幅值几乎和理论值一样，但随着 $ 的增大，模拟结

果和理论值相差就越来越大，这主要是由于非线性

效应和理论解的不完善性所引起的［)］"

图 , 计算得到的无量纲二次枝晶间距、幅值和理论值的对比

（%）二次枝晶间距，（$）二次枝晶幅值 "! & ’(**，!’ & ’(+#!，"&

’(’’*，" & ,，#’ & +，#’ & +

图 * 比较了过冷度对二次枝晶间距和幅值的影

响 " 过冷度是枝晶生长的驱动力，随着过冷度的增

大，枝晶生长逐渐加快，从而影响到二次枝晶的生

长 " 图 *（%）表明随着过冷度的增大，二次枝晶间距

逐渐减小 " 图 *（$）表明在靠近枝晶尖端附近的地

方，随着过冷度的增大，二次枝晶幅值逐渐减小；在

离枝晶尖端较远的地方则反之 " 由于计算条件的限

制，本文只统计了 = $ = >$& ?’ 以内的点，想要更清楚

地了解过冷度和二次枝晶的关系，统计的距离应该

更远，过冷度的范围也应该更大 "
图 ) 比较了各向异性对二次枝晶间距和幅值的

影响 " 计算结果表明，随着各向异性增大，二次枝晶
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间距显著地增大，但二次枝晶幅值则随之减小 ! 微

观可解理论指出，枝晶尖端状态和各向异性有着密

切的关系［"#］，而图 $ 则表明二次枝晶间距、幅值和

各向异性也有着密切的关系 !
图 % 比较了热扰动振幅对二次枝晶间距和幅值

的影响 ! 图 %（&）显示二次枝晶间距随热扰动振幅变

化不大 ! 图 %（’）则表明二次枝晶幅值随着热扰动振

幅的增大而增大 ! 热扰动振幅是体现热扰动强弱的

物理量，热扰动振幅越大则热扰动越强，二次枝晶臂

就生长得越大 !

图 ( 过冷度对二次枝晶间距和幅值的影响 （&）二次枝晶间距，（’）二次枝晶幅值 ! !# ) #*"+,，!) #*##(，" ) -，## ) "，"# ) "

图 $ 各向异性对二次枝晶间距和幅值的影响 （&）二次枝晶间距，（’）二次枝晶幅值 !# ) #*((，!# ) #*"+,，" ) -，## ) "，"# ) "

图 % 热扰动振幅对二次枝晶间距和幅值的影响 （&）二次枝晶间距，（’）二次枝晶幅值 !# ) #*((，!# ) #*"+,，!) #*##(，" ) -，## ) "，"# ) "
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!" 结 论

本文利用耦合热扰动的相场模型模拟了过冷熔

体中二次枝晶的生长过程，讨论了相场参数对枝晶

生长的影响，得到的主要结论如下：

#）相场法可以真实地模拟过冷熔体中二次枝晶

的生长过程 $ 通过加入热扰动，观察到了二次和三

次枝晶臂的出现、枝晶间的竞争生长、枝晶臂的粗化

等现象，这些现象与实验是一致的 $
%）过冷度和各向异性对二次枝晶的生长有着较

大的影响 $ 过冷度越大，二次枝晶间距就越小；各向

异性越大，二次枝晶间距就越大，而二次枝晶幅值则

减小 $
&）热扰动振幅主要影响二次枝晶幅值，对二次

枝晶间距影响相对较弱 $
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