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对线性耦合的两个统一混沌系统同步进行研究 (基于线性时变连续系统的稳定性理论，得到初始值不同的两
个统一混沌系统全局渐进同步的一种新的充分条件 (另外，与已经提出的判定统一混沌系统同步的方法进行比较，
发现这里得到的充分条件的约束关系少、缺少保守性，而且满足的耦合系数范围更广 (将该方法应用于统一混沌系
统，数值仿真表明了该方法的有效性与可行性 (
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! ? 引 言

由于混沌在通讯、信息科学、医学、生物、工程等

领域中的巨大潜力和发展前途，因而已经引起了国

内外科研工作者的广泛关注 (自从 @<>8A8 和 B1AA833
于 !%%$年提出混沌同步的方法之后［!］，国内外提出
了许多不同的混沌同步方法［! C !’］，主要有完全同步，

相位同步，滞后同步，广义同步，投影同步等 (
最近，由于混沌在保密通信等领域的潜在应用，

两个相同混沌系统的耦合同步［% C !’］引起了相当的关

注 (D92E1［%］采用活动控制器实现两个 F8GG3<A混沌系
统和两个 B7<4混沌系统分别同步 ( H2［!$］采用活动控
制器实现 B761电路非线性耦合同步 (文献［!!—!’］
中，都是利用线性耦合的方法，实现了统一混沌系统

的同步和 H8A<4E混沌系统同步 (但是，对于耦合系数
选择的依据却不同 ( HI［!!］根据 F86J7/K6AL2JE判据以
及严格的数学理论推导，得到了两个线性耦合混沌

系统同步的充分条件 ( H2［!"］是根据有关数学理论证
明了一个对称矩阵是负定的，则其有负的特征值，误

差系统就渐进稳定，从而推导出了混沌系统耦合同

步的充分条件 ( @1AM［!’］是基于李亚谱诺夫稳定性理
论和线性矩阵不等式，再利用 N1J31O控制系统工具
箱计算出线性矩阵不等式的最优解，得到了统一混

沌系统渐进同步的稳定判据 (
本文考虑对两个线性耦合的统一混沌系统进行

分析，但是，基于线性时变连续系统的稳定性理

论［!)，!*］，而且不经过太多烦琐的数学理论来推导，就

能够得到要使得两个初始值截然不同的混沌系统实

现同步所遵循的充分条件 (与文献［!! C !’］中的充
分条件进行比较，发现这里得到的判据表达式没有

太多的约束条件，使用特别简单，而且耦合系数的选

择范围更宽广 (将这种方法应用于统一混沌系统中，
并且不断地改变参数!的值，都取得了令人满意的
结果，从而证实了该方法的有效性与可行性 (

" ? 统一混沌系统的线性耦合同步

$%&% 统一混沌系统的线性耦合［&$—&’］

统一混沌系统的数学模型为

!·P（")! Q !$）（" C !），

"·P（"R C ’)!）! C !# Q（"%! C !）"，
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其中，!"［$，!］(这代表一族混沌系统，当!"［$，
$?R）时，该系统属于广义 H8A<4E系统；当!P $?R时，
该系统属于广义 HI系统；当!"（$?R，!］时，该系统
属于广义 B7<4 系统 (该系统具备一系列良好的性
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质，为研究混沌控制与同步提供了一个新的模型和

新的思路 !
考虑线性耦合的两个相同的统一混沌系统：

!·" #（$%! & "’）（!$ ( !"）& ""（#·" ( !"），

!·$ #（$) ( *%!）!" ( !" !* &（$+! ( "）!$ & "$（#$ ( !$），

!·* # !" !$ ( ) &!
* !* & "*（#* ( !*），

#·" #（$%! & "’）（#$ ( #"）& ""（!" ( #"），

#·$ #（$) ( *%!）#" ( #" #* &（$+! ( "）#$ & "$（!$ ( #$），

#·* # #" #$ ( ) &!
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其中 !$，#$（ $ # "，$，*）为系统的状态变量，"$（ $ # "，

$，*）为确保两个混沌系统同步所需要的耦合系数 !
这里不要如文献［""—"*］中作 "$ , ’的限定 !
定义如下所示的误差信号

%"（ &）# !"（ &）( #"（ &），

%$（ &）# !$（ &）( #$（ &），

%*（ &）# !*（ &）( #*（ &
{

），

（*）

误差系统为

%·" # (（$%! & "’ & $""）%" &（$%! & "’）%$，

%·$ #（$) ( *%! ( !*）%" &（$+! ( " ( $"$）%$ ( #" %*，

%·* # !$ %" & #" %$ ( ) &!
* & $"( )$ %*
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其系数矩阵为
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显然，只需要让耦合系数满足一定的条件，使其

误差系统（-）在时间趋于无穷大时渐进稳定，就能够
实现初始条件不同的两个结构相同的统一混沌系统

耦合后同步 !
由于误差系统是线性的，而且其系数矩阵是时

变的，所以考虑使用线性时变连续系统的稳定性理

论，来确定要使误差系统（-）渐进稳定时，耦合系数
必须满足的条件 !
下面介绍线性时变连续系统稳定性理论 !

!"!" 线性时变连续系统的稳定性理论［#$，#%］

考虑具有如下形式的三阶线性时变系统：

!·" # (""（ &）!" & ("$（ &）!$ & ("*（ &）!*，

!·$ # ($"（ &）!" & ($$（ &）!$ & ($*（ &）!*，

!·* # (*"（ &）!" & (*$（ &）!$ & (**（ &）!*

{
，

（.）

假设其系数 ($)（ &）都连续有界，且设 ($$（ &）! ( (
/ ’（ $ # "，$，*），" &# &’，将系数矩阵 *（ &）进行 $ 0
$分块 !

*（ &）#
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+"" # 234
&’! & / &5
｛(""（ &）& 6 ($"（ &）6，($$（ &）

& 6 ("$（ &）6｝，

+"$ # 234
&’! & / &5
｛6 ("*（ &）6，6 ($*（ &）6｝，

+$" # 234
&’! & / &5
｛6 (*"（ &）6，6 (*$（ &）6｝，
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!!! " #$%
"&! " ’ ()
｛#**（ "）｝，

$ "
!++ !+!

!!+ !( )
!!

， （,）

考虑辅助方程

%&"+ " !++ &"+ ( !+! &"! ，
%&"! " !!+ &"+ ( !!! &"! - （.）

定理 如果变系数线性系统（/）连续有界，
#’’（ "）’ &（ ’ " +，!，*），而且其辅助方程（.）的系数
满足：

+）!++! 0!’ &，!!!! 0!’ &，!是正常数；
!）所有的特征根都有负实部 -

则系统（/）之零解是渐进稳定的 -

!"#" 实例分析与数值仿真

运用线性时变系统的稳定性理论，分析两个混

沌系统的误差系统（1）稳定性，得到耦合系数的选择
范围，从而给出两个相同的统一混沌系统全局渐进

同步的充分条件 -然后，进行数值仿真，以说明理论
分析的正确性 -
首先，将误差系统对应的对称矩阵 (（ "）与时变

矩阵 )（ "）对应起来，则得到下面的表达式：
!++ " #$%

&! " ’ ()
｛0（!2" ( +& ( !*+）

( 3 !, 0 *2" 0 +* 3，

!." 0 + 0 !*! ( 3 !2" ( +& 3｝，

!+! " #$%
&! " ’ ()
｛&，3 ,+ 3｝，

!!+ " #$%
&! " ’ ()
｛3 +! 3，3 ,+ 3｝，

!!! " #$%
&! " ’ ()

0 , ("
* ( !*( ){ }* - （+&）

根据以上线性时变系统的稳定性理论，误差系

统（1）全局渐进稳定，只要满足不等式 !++ ’ &，!!!

’ &，!++ !!! 4 !!+ !+!，!+!，!!+是非负的数，显然 !+!，!!+

是满足的，即所要满足的充分条件为

0（!2" ( +& ( !*+）( 3 !, 0 *2" 0 +* 3 ’ &，

!." 0 + 0 !*! ( 3 !2" ( +& 3 ’ &，

0 , ("
* 0 !** ’ &，

｛0（!2" ( +& ( !*+）( 3 !, 0 *2" 0 +* 3｝

· 0 , ("
* 0 !*{ }* 4 -!，

｛!." 0 + 0 !*! ( 3 !2" ( +& 3｝

· 0 , ("
* 0 !*{ }* 4 -!， （++）

式中，- " 567｛3 +! 3，3 ,+ 3｝-
由于混沌系统是有界的，则可以很容易选择合

适的耦合系数满足以上的不等式，实现初始值不同，

结构相同的两个统一混沌系统的全局完全同步 -
其次，分别对"" &，"" &8,，"" +，则统一混沌

分别代表 9:;<=>系统，9?系统，@A<=系统进行分析
与仿真 -
采用四阶龙格库塔法进行仿真，设初值为

（++（&），+!（&），+*（&），,+（&），,!（&），,*（&）"（+，+，+，

!，*，1）-仿真结果如图 +—*所示 -图 +（6，B），表示"
" &，参数 *+ " +&，*! " C，** " +& 时，9:;<=>混沌系
统耦合同步的误差系统以及耦合同步的混沌系统 -
图 !（6，B），表示"" &8,，耦合系数 *+ " +&，*! " !+，

** " +&时，广义 9?混沌系统耦合同步的误差系统
以及驱动D响应系统耦合同步吸引子 -图 *（6，B），表示

" " +，参数 *+ " ++，*! " *!，** " +&时，@A<=混沌系

图 + （6）9:;<=>系统耦合同步的误差，（B）驱动D响应 9:;<=>混沌

系统同步
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统耦合同步的误差系统以及耦合同步的混沌吸引

子 !显然，通过选择合适的耦合系数，驱动系统与响
应系统在每个方向的偏差，随着时间的变化，快速地

收敛到零，初始值不同的两个混沌系统快速地实现

了同步 !

图 " （#）$%氏系统耦合同步的误差，（&）驱动’响应 $%混沌吸引

子同步

以上仅仅给出线性耦合的两个统一混沌系统同

步的充分条件，就意味着有些不满足该条件的耦合

系数，也能使统一混沌系统全局渐进同步 !
最后，将推出的线性耦合的两个统一混沌同步

的充分条件与文献［((—()］中的进行比较 !第一，使
用的理论与方法都不一样 !由于考虑到两个耦合同
步混沌系统的误差系统是线性时变连续系统，因而

这里利用了线性时变连续系统的稳定性理论来分析

其稳定性，推出了两个相同的统一混沌系统线性耦

合的充分条件，也许使用该方法比其他方法更合理，

所以说是得到了一种新的混沌同步的充分条件 !第

图 ) （#）*+,-系统耦合同步的误差，（&）驱动’响应 *+,-混沌系

统同步

二，文献［((—()］在推导混沌系统同步的充分条件
时，都需要耦合系数 !" . /（ " 0 (，"，)）前提条件，而
这里并不需要这样的限定条件 !例如，文献［("］要求
!" . (1，这里不需要 !可以看出，这里推出混沌同步
的耦合系数 !" 的选择范围更宽广 !

) 2 结论与讨论

本文对线性耦合的两个统一混沌系统的同步进

行了研究 !利用线性时变连续系统的稳定性理论，而
且不要经过太多烦琐的数学计算，得到了混沌全局

渐进同步的一种新的充分条件 !与已经提出的几种
方法进行了比较，发现本文得出的混沌同步的充分

条件的表达式不仅要求简单、约束条件少、缺少保守

性，而且满足的耦合系数范围更广 !将该方法应用于
统一混沌系统，两个相同的混沌系统能够快速地实
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现了全局渐进同步，数值仿真表明了该方法的有效

性和可行性 !另外，本文的分析方法应用于其他的混
沌系统的同步与控制中，如 "#$%电路、&’(()*+混沌

系统等的同步与控制中，都取得了很好的效果，说明

该方法有良好的普适性，值得进一步去研究 !

［,］ -*./+% 0 1 %23 "%++/)) 4 0 ,556 !"#$ ! %&’ ! (&)) ! !" 78,
［8］ -*./+% 0 1 %23 "%++/)) 4 0 ,55, !"#$ ! %&’ ! 9 "" 8:;<
［:］ =$ > &) *+ 8666 ,"*-$ ,-.)/-+（?#%2@#%A：?#%2@#%A ?.A*2.* %23

4*.#2/)/@B C3ADA/2 -$E)A(#A2@ =/$(*）（ A2 "#A2*(*）［胡 岗等

8666 混沌控制（上海：上海科技出版社）］

［<］ F%2@ > &，G$ H 0 %23 "#*2 ? > 866, ,"*-$ ,-.)/-+，0#.1"/-.2I
3*)2-. *.4 5)$ 677+21*)2-.（ J*AKA2@：L%DA/2%) M*N*2(* O23$(D+B

-$E)A(#A2@ =/$(*）（A2 "#A2*(*）［王光瑞、于熙龄、陈式刚 866,
混沌的控制、同步与利用（北京：国防工业出版社）］

［P］ J+/Q2 & %23 R/.%+*S 0 9 8666 ,"*-$ #$ :<<
［T］ 0A > = 866< 61)* !"#$ ! 02. ! %& 555（A2 "#A2*(*）［李国辉 866<物

理学报 %& 555］

［;］ 0A$ U，"#*2 ? = %23 0$ U 9 866: 61)* !"#$ ! 02. ! %’ ,P5P（ A2

"#A2*(*）［刘 杰、陈士华、陆君安 866: 物理学报 %’ ,P5P］

［7］ 1A2 V = %23 F%2@ W X 866< ,-.)/-+ 8"&/-# 9 677+21*)2-. ’# 65:P
（A2 "#A2*(*）［闵富红 王执铨 866< 控制理论与应用 ’# 65:P］

［5］ 9@AY% = L %23 G%((*2 1 4 866, !"#$ ! (&)) ! 9 ’() ,5,

［,6］ 0A > = 866P ,"2. ! !"#$ ! #" 6<;8
［,,］ 0Z U =，W#/$ 4 ? %23 W#/$ ? " 8668 ,"*-$，0-+2)2-.$ 9 :/*1)*+$，

#" P85
［,8］ 0A M 1，0$ U 9 %23 F$ H X 866P ,"*-$，0-+2)2-.$ 9 :/*1)*+$ ! ’&

;5
［,:］ -%+[ U = 866P ,"*-$，0-+2)2-.$ 9 :/*1)*+$ ’& ,:,5
［,<］ "#*2 > & %23 0Z U = 866: ;#.*<21*+ *.*+#$2$， ,-.)/-+ 9

0#.1"/-.23*)2-. -= * <-42=2&4 (-/&.3 $#$)&<（J*AKA2@：?.A*2.* -+*((）

（A2 "#A2*(*）［陈关荣、吕金虎 866: 0/+*2Y系统族的动力学分

析、控制与同步（北京：科学出版社）］

［,P］ 0A$ G X %23 0A$ U H ,57; 64’*.1&$ 2. >-4&+2.? *.4 02<@+*)2-. ’

85
［,T］ 0A$ G X %23 ?/2@ W R ,577 8"&-/# *.4 *77+21*)2-. -= +*/?&I $1*+&

4#.*<21 $#$)&<$：;&1-<7-$2)2-. 0)*A2+2)# *.4 0)/@1)@/&（>$%2@Y#/$：

4#* ?/$D# "#A2% O2(DAD$D* /N 4*.#2/)/@B -+*((）（A2 "#A2*(*）［刘永

清、宋中昆 ,577大型动力系统的理论与应用I分解、稳定与结

构（广州：华南工学院出版社）］
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