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提出一种求解非线性“)**+”孤子方程确定解的新方法，即以“行波”为因子，利用幂级数直接求解该方程解析
函数 !（!），用 ,-./-0绘制 "!光速和 "!声速的 !（!）1!图像，直接观察该方程解的变化规律，找出该方程的确定
解（含孤波解）2 该方法为求解难度大的非线性孤子方程提供借鉴 2
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" 6 引 言

789，,789，:;/，:;/:< 等非线性方程的孤波

解［"—""］（含包络波形解、行波解、孤子解及其相关方

程的精确解等）均采用类似于“ #1展开法”［"%］的解
法，即在“行波”因子变换下，构造一个 =->*0?@ 椭圆
函数或双曲函数、三角函数，然后讨论孤波的存在形

式或包络波 2 本文以“行波”作因子，利用幂级数直
接求解非线性“)**+”孤子方程的解析函数 !（!），用
,-./-0绘制 "!光速和 "!声速的 !（!）1!图像，直
观地观察 !（!）在积分常数、“行波”因子和待定常
数取值下的趋向和变化规律，据此找出非线性

“)**+”孤子方程的确定解（含孤波解）2 该方法为求
解难度大的非线性孤子方程提供借鉴 2

% 6 从“" < "”维的方程中导出非线性
“)**+”孤子方程
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（&）式是非线性“)**+”孤子方程，同其他非线性
方程如 789，,789，;/:，;/:<，/1/，:F，GF，:HF等
孤子方程相比，其方程不易简化，求解难度大 2

( 6 非线性“)**+”孤子方程的幂级数解
析函数 !（!）

在（&）式中，令 +（ $，&）A !（!），!A $ C "&［%］（!
是行波因子，$，& 是空间、时空变量，" 是波速 2 ）所
以 +&（$，&）A C "!!（!）和 +$（$，&）A !!（!）2
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式中，! 为任意实数，同 " 的取值相关 !
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将（#,）式代入（0）式，对 #!（!）’（ (/ ( (# #（!）(

($ #$（!））积分得

12
$($ #（!）( (# - ($

# - ,(/ ($ $

$($ #（!）( (# ( ($
# - ,(/ ($ $

3 #
($

# - ,(/ ($ $

’! ( *#，

所以

#（!）’
*/（(# ("#）4"#! - (# ("#

$($（# - */ 4"#!）
! （#)）

（#)）式中，*# 是积分常数，($
# - ,(/ ($ 5 /，"# ’

($
# - ,(/ ($ $，*/ ’ 4*# !将（#&）式代入（0）式得

#!（!）’ (/ ( ($ #$（!）! （#"）

在（#"）式中，若 " 很大，则 ($ ’
" - &($

/

$(/
5 /，积分得

#（!）’
(/

" - &($ $
/

672 " - &($ $
/（! ( */）!

（#+）
在（#"）式中，若 " - &($

/ 8 /，积分得

#（!）’
(/（# ( */ 4"$!）

&($
/ -$ "（# - */ 4"$!）

， （#.）

其中"$ ’ - $ &($
/ -$ " !

!"&" !!（!）$
!!（!）

（# $ !&（!））
( )! ’ &

!!
( )的幂级数解析

函数 !（!）

同 &9#求解 #（!）一样，在（,）式中，取 $ ’ - %，
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+0 用 1#"2#3绘制非线性“4556”孤子方
程幂级数解析函数图像 !（!）7!

图 . !（!）7!图像 （#）当（’8）式中取“ %”号时；（3）当（’8）式中取“ (”号时

!"#" 解析函数（#$）式的图像

由（)9）式得绘制 !（!）7!图像的方程（’+）式
（图 )参数取值：% ! ’0’，"& ! )，#& ! ’，#) ! .09）

图 ) !（!）7!图像
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其中，#& ! ; $’ % <%! ’ (! $
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!"%" 解析函数（#&）式的图像

由（)<）式得绘制 !（!）7!图像的方程（’9）式
（图 ’参数取值：#& ! )&09，"& ! )）
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图 ’ !（!）7!图像

!"’" 解析函数（%%）式的图像

由（’’）式得绘制 !（!）7!图像的方程（’8）式
（图 .参数取值：图 .（#）#& ! )，% ! )，"! 9&，"& ! )；
图 .（3）#& ! ’，% ! )9，"! 8，"& ! )）
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其中，!! "
" !# $ $! # % " !& $ $! #

!$ $
’

!"!" 解析函数（#$）和（%&）式的图像

由（()）式和（$*）式得绘制 $（!）+!图像的方程
（$)）式（图 ,参数取值：图 ,（-）!! " & .，%! " (；图 ,

（/）!! " *，%! " (）
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图 , $（!）+!图像 （-）当（$)）式中取“ #”号时；（/）当（$)）式中取“ &”号时

说明：

(）上述各 $（!）+!图像中，横轴!的取值是
［ & (，(］且 (!! 等分，左边纵轴表示 " 取声速时的
$（!）值，右边纵轴表示 " 取光速时的$（!）值；

$）当参数（ #，%!，!!，"）略偏离上述取值时，
$（!）&!图像变化较小，变化趋势相同，当参数偏离
上述取值较大时，$（!）+!图像变化较大 ’

. 3 非线性“ 4556”孤子方程的确定解
&（’，(）

综上所述，得到非线性“ 4556”孤子方程的确定
解，其孤波解仅在光速下存在，即波速小，方程有确

定解，波速大，方程有孤波解 ’
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根据幂级数解析函数 $（!）和 $（!）+!图像分

析，非线性方程 &( #
&’

（( & &$）( )*7$
’’
" !有三个确定

解，其特征如下：

由（$,）式得确定解一
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%!（# # !!#(）8#(（ ’& "(） & # ##( !!

& .（( & %! 8#(（ ’& "(））
’
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从图 (可知，在!"［ & (，!）和!"（!，(］的半开
区间内，声速和光速的解 $（!）是稳定的，趋向某个
定值，在! " ! 点发生跃变，$（!）不是孤波解 ’ 即
&(（’，(）在声速、光速取值下，是该方程的确定解，

不是孤波解 ’
由（$.）式得确定解二

&$（’，(）"
!!（( # %! 8#$（ ’& "(））

*!$
! &! "（( & %! 8#$（ ’& "(））
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从图 $可知：(）!"［ & (，!）和!"（!，(］的半开
区间内，声速的解 $（!）是稳定的，趋向某个定值，
在!" & (，!，(三点附近发生变化，在!" !点发生
跃变，$（!）不是孤波解；$）!"［ & (，(］的闭区间内，
光速的解 $（!）是周期性孤波解，在!"［ & !3:，
& !39.］，［ & !3*,，& !3$;］两个区间内，各存在一个
正值孤波，后者峰值大，在!"［!3*,，!3$;］，［!3:，
!39.］两个区间内，各存在一个负值孤波，后者峰值
小，即 &$（’，(）在声速取值下是该方程的确定解，在

光速取值下是该方程的孤波解 ’
由（()）式得确定解三
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0-1 " & *!! $
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从图 ,（/）可知：(）!"［ & (，(］闭区间内，声速的
解 $（!）呈周期性变化，周期边沿值发生突变，$（!）
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不是孤波解；!）!!［ " #，#］的闭区间内，光速的解
!（!）是周期性孤波解，在!!［$%$&，$%##］区间内，存
在一个正值大孤波，在!!［$%’(，$%)$］区间内，存在
一个负值小孤波 * 即 "(（#，$）在声速取值下是该方程
的确定解，在光速取值下是该方程的孤波解 *

!"#" !" $
!#

（% $ !#）( )& ’ #
##
( )的确定解

同理可得，非线性方程 "$ +
"#

（# + "!）( )( , !
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- $

三个确定解的形式和特征如下：

由（!’）式得确定解一
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-
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! ""! ’$ + ! % " "! !"( )[ ](
1’$

*

（(#）

从图 (（/）可知，"#（ #，$）在声速、光速取值下是
该方程的确定解 *
由（!’）式得确定解二
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-
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从图 (（2）可知，"!（ #，$）在声速取值下是该方

程的确定解，在光速取值下该方程无解 *
由（!)）式得确定解三
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% + (’" !
$

3 ./0 % + (’" !
$（# " %$ + &$）*（((）

从图 4（/）可知，"(（ #，$）在声速取值下是该方

程的确定解，在光速取值下是该方程的孤波解 *
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