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在辅助方程法的基础上利用两种函数变换和一种双曲函数型辅助方程，通过符号计算系统 ’()*+,()-.( 构造了

在力学当中一个重要的模型，有 $ 次强非线性项的波方程的新三角函数型和双曲函数型精确孤波解 /这种方法寻

找其他具 $ 次强非线性项的非线性发展方程的新精确解方面具有普遍意义 /

关键词：双曲函数型辅助方程，函数变换，具 $ 次强非线性项的波方程，精确孤波解

"#$$：!0%!1，!#2!

!国家自然 科 学 基 金（批 准 号："!%&"!!&），内 蒙 古 高 等 学 校 科 学 研 究 基 金（批 准 号：34!#!0$）和 内 蒙 古 自 然 科 学 基 金（批 准 号：

#!!%!5!#!""!0）资助的课题 /

" 6 引 言

构造非线性发展方程的新精确解是在非线性孤

立子理论中非常重要的研究课题之一 /人们为了得

到非线性发展方程的新的精确解提出了许多有效的

方法 / 比 如，双 曲 正 切 函 数 法［"］，齐 次 平 衡 法［#］，

4(.78- 椭圆函数展开法［0］，辅助方程法［%］等 / 但是利

用以上的直接方法［"—0］构造具 $ 次强非线性项的非

线性发展方程的精确解的文章不多 /文献［$—5］用

一种三角函数型辅助方程和双曲函数型辅助方程构

造了非线性发展方程（组）的精确孤波解 /文献［2］用

待定函数法得到了具 $ 次强非线性项的波方程
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的型如
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的精确孤波解 /文献［"!］利用一种函数变换法和直

接积分法相结合的方法得到了方程（"）的型如
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的精确孤波解 /本文从文献［$—5］受到启发，利用两

种函数变换和一种双曲函数型辅助方程，并通过符

号计算系统 ’()*+,()-.( 很简便地得到了力学中非

常重要的模型，具 $ 次强非线性项的波方程（"）的新

的三角函数型和双曲函数型精确孤波解 /这种方法

寻找其他具 $ 次强非线性项的非线性发展方程的精

确解方面具有普遍意义 /

# 6 方法及应用步骤

假定给定具 $ 次强非线性项的非线性发展方程

*（!，!$，!" ，!$$，!$" ，!"" ，⋯）; !， （#）

具有行波解 !（$，"）; !（!），!; $ :""，并将其代入

方程（#）后得常微分方程

0（!，!!，!!!，!!!!，⋯）; !/ （0）

把方程（0）的解分别取为如下两种形式：

!（$，"）; !（!）; 1! : 1" =-?* 2（!）， （%）

!（$，"）; !（!）; 3! : 3" .7=* 2（!）， （$）

其中 1!，1"，3!，3" 为待定常数 / =-?* 2（!），.7=* 2（!）

由双曲函数型辅助方程

42（!）
4!

; 5 : 6=-?*# 2（!） （&）

确定 /我们很容易得到方程（&）的如下解：
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将（7），（8）式（或（9），（8）式）代 入（5）式，并 令

!"#$ $ !（!），（ $ % .，+，*，5，7，9）（或 01!$% !（!）!"#$ $ !（!），

（ % % .，+；$ % .，+，*））的系数为零后得到 "，#，&.，

&+，"（或 "，#，’.，’+，"）为未知量的非线性代数方

程组，用符号计算系统 :)($;<)("0) 求出该方程组的

解，再把该非线性代数方程组的每一组解分别同

（/），（3），（++），（+5）式（或（2），（+.），（+*），（+7）式）

一起代入（7）式（或（9）式）后就得到具 9 次强非线性

项的非线性发展方程的精确孤波解 6

5 = 具 9 次强非线性项的波方程（+）的

新精确孤波解

将 (（)，*）% (（!），! % ) ’"* 代入（+）式后得

到常微分方程

（"* & +）(> ’ ,( ’ -(5 ’ .(9 % . 6 （+9）

将（7），（8）式一起代入（+9）式并令 !"#$ $ !（!），（ $ % .，

+，*，5，7，9）的系数为零后得到非线性代数方程组
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用符号计算系统 :)($;<)("0) 求出该方程组的解
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将（*）式分别与（"+）—（")）式一起代入（,）式后得到

具 - 次强非线性项的波方程（"）的如下新的精确孤

波解：
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将（-），（+）式 一 起 代 入（"-）式 并 令 67891 2（$）

8:19 3 2（$），（ 1 ! %，"；3 ! %，"，$）的系数为零后得到非

线性代数方程组
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用符 号 计 算 系 统 ;0/9<=0/:60 求 出 该 方 程 组 的 如

下解：
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将（(&）式分别与（%’）—（%#）式一起代入（*）式后得到具 * 次强非线性项的波方程（(）的如下新的精确孤

波解：

, +
*（-，.）! + (

% )! $ "
（/$ !! $ " %$ &$#! $ ,-./ (

% #! $$）%

!! $%$（%$ !! $ " %%$ &$#! $ ,-./ (
% #! $$

{ }）

(0%

；

, +
1（-，.）! + (

% )! $ "
（/$ !! $ 2 %$ &$#! $ ,-./ (

% #! $$）%

!! $%$（%$ !! $ 2 %%$ &$#! $ ,-./ (
% #! $$

{ }）

(0%

；

, +
3（-，.）! + (

% "! $ "
（/4 *! $ " %4 &$#! 4 ,-./ (

% #! 4$）%

%4 *! $（/4 *! $ " %+$ &$#! 4 ,-./ (
% #! 4$

{ }）

(0%

；

, +
5（-，.）! + (

% "! $ "
（/4 *! $ 2 %4 &$#! 4 ,-./ (

% #! 4$）%

%4 *! $（/4 *! $ 2 %+$ &$#! 4 ,-./ (
% #! 4$

{ }）

(0%

)

其中

%$（%$ !! $ " %%$ &$#! $ ,/./ (
% #! $$）6 ’，

%4（/4 *! $ 2 %+$ &$#! 4 ,-./ (
% #! 4$）6 ’，

%4（/4 *! $ " %+$ &$#! 4 ,-./ (
% #! 4$）6 ’，

%$（%$ !! $ 2 %%$ &$#! $ ,/./ (
% #! $ ）6 ’，

$ ! - 2&.，

!$ ! " *"% 2 (1#$ " &" "% " &! #$
$ 7 ’，

%$ ! " 2 % "% " &! #$，

&$ ! " #0 2 #&% 7 ’，

)$ ! " " 2 % "% " &! #$
$ 7 ’，

*$ ! " *"% 2 (1#$ 2 &" "% " &! #$
$ 7 ’，

"$ ! " " 2 % "% " &! #$
$ 7 ’，

/$ ! " " 2 "% " &! #$，

#$ ! "% " &#$ " " "% " &! #$
0$ " $&% 7 ’，

%$ ! " " 2 & "% " &! #$，

/4 ! " 2 "% " &! #$，

+$ ! " " 2 % "% " &! #$，
"% " &#$ 7 ’，

#4 ! "% " &#$ 2 " "% " &! #$
0$ " $&% 7 ’，

%4 ! " " 2 % "% " &! #$，&$#$ 7 ’，

&$#4 7 ’ )

& 8 结 论
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程相结合的方法得到了文献［!，"#］未能得到的具 $
次强 非 线 性 项 的 波 方 程（"）的 型 如 ! %

"（ "，#）&
! %
’（"，#）的新精确孤波解 (将（!），（""）和（")）式分

别与（"*）—（"!）式一起代入（+）式以及将（’），（"#）

和（",）式分别与（,#）—（,)）式一起代入（$）式后得

到的具 $ 次强非线性项的波方程（"）的新精确孤波

解，限于篇幅这里未能列出 (型如
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的辅助方程也可以构造具 $ 次强非线性项的发展方

程的分式型精确孤波解 (总之合适的三角函数型辅

助方程和双曲函数型辅助方程在寻找非线性发展方

程的分式型精确解方面具有普遍意义 (
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