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利用拓展的 )*++,-*方程映射法与变量分离法，得到了（# . !）维广义 /*012*34/56*35647898:56（;//7）系统新的
含有两个任意函数的相当广义的变量分离严格解 <根据其中的周期波解，找到了该系统的复合波，即在周期波背景
下的孤立波，并简要讨论了其演化行为 <
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! E 引 言

随着研究方法的不断涌现和计算机代数系统的

成熟运用，非线性科学得到了蓬勃的发展 < 它在物
理学的众多领域［!—(］中也得到了广泛应用，如由

F5*-* 等人［=，’］通过 FG+3:H2I 变换法发现的 J,68K4
L-8M,N-952系统的 IN5B*52 型的局域结构，使人们对
（# . !）维的孤子系统产生了新的兴趣 <近十多年来，
许多学者对高维非线性物理模型进行了广泛的研

究，提出了诸如峰孤子、紧致子、环孤子、折叠子局

域激发模式等［&—!$］< 与此同时，新的理论也不断提
出，如多线性分离变量法［#］、齐次平衡法［O］和映射

法等［!(］< 最近，@1,2P和 @182P等对映射法进行了拓
展，并应用到若干高维非线性系统中，构建出了非线

性系统新的局域结构［!(，!=］<但是，这些局域结构都是
在孤波解和变量分离解中实现的 < 现在一些有趣的
问题是在周期波解的背景下是否同样存在类似的局

域结构，如 IN5B*529、分形孤子、混沌孤子和其他一
些有趣的局域激发模式？它们的演化行为又如何

呢？本文的主要工作是用拓展的 )*++,-* 映射法研
究（# . !）维广义 /*012*34/56*35647898:56（;//7）系
统［!’］，寻找 ;//7系统的严格解 <然后根据所求的

周期波解，讨论周期波解背景下的孤立波及其演化

行为 < 下式是 ;//7系统：
!" . #!$$$ . %!&&& .!!$ ."!&
Q $#（’!）$ Q $%（ !(）& R %，

!$ R ’&，!& R ($， （!）
其中 #，%，!，"是模型参数 < 当!R"R %时，上述
;//7系统退化为通常的（# . !）维 //7方程：

!" . #!$$$ . %!&&&
Q $#（’!）$ Q $%（ !(）& R %，

!$ R ’&，!& R ($ < （#）
在文献［!’—##］中，不少学者运用不同方法得到了
上述 //7系统的一些严格解及许多有意义的局域
激发 < 同样，许多学者也已经对 ;//7系统作了深
入的研究，如 ),I1, 和 S,391B,2,2 求出了它的
TH:-*IN5B*52解［!(］；@1,2P等［#$］利用齐次平衡法得到
了其精确解；@182P 等［#(—#’］通过标准 U,*2:86V 截断
法和多线性变量分离法研究了该系统的分形孤子、

混沌孤子、折叠子及其演化性质 <

# E（# . !）维 ;//7系统的变量分离严
格解

根椐对称拓展的映射法［!#，!$］对方程（!）的领头
项分析，可设其形式解为
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! ! " " #!（$）" %!#$（$）

" &!%（$）" ’!#%（$），
( ! ) " *!（$）" +!#$（$）

" ,!%（$）" -!#%（$），
. ! / " 0!（$）" 1!#$（$）

" 2!%（$）" 3!#%（$）& （’）
其中 "，#，%，&，’，)，*，+，,，-，/，0，1，2，
3 和"均为待求的关于｛4，5，6｝的函数，!（$）!!

是满足 ()**+,)方程的函数：-!-$ !#"!%（$），#是任

意常数 &将（’）式及 ()**+,)方程代入方程（$）并按!
的同次幂合并，令各幂次项!7（ 7 ! .，/ $，/ %，⋯，
/ 0）前的系数为零，得到下列偏微分方程组：

# $%8&,$4 # $%9,2$5

" %19&$’
5 " %18,$’

4 ! .， （1）

# 29,0$5 # 28&*$4 # ’92,5

" $39,5$%
5 " $38,4$%

4 # 29*2$5

" 48*$’
4 # 28#,$4 " $38,$4$44

" $39,$5$55 # ’8,&4 " 49*$’
5

# ’8&,4 ! .， （0）

# 48#*$4 # 48&)$4 # 48",$4

" 1.8#,$’
4 " %,$6 # $%8#&,$4 # 49,/$5

" 1.#9,$’
5 # 49)2$5 # $%9#,2$5

" 49,5$55 " %9,$555 " 48$4,44

" 48*$4$44 " 49*$5$55 " 48,4$44

# ’9*25 # ’9,05 " 48*4$%
4

" %$,$5 " %%,$4 # ’92*5 # ’90,5

# ’8&*4 # ’8#,4 # ’8*&4
# ’8,#4 " 49*5$%

5 " 49$5,55

# 49*0$5 " %8,$444 ! .， （4）

9,555 # 29#*2$5 " 39#*$’
5

" 38#*$’
4 # 29#,0$5 # 28##,$4

" %19#,5$%
5 " %18#,4$%

4 # 28#&*$4

"%,4 "$,5 " 8,444 " %18#,$4$44

" ’9$5*55 " ’8*4$44 " %19#,$5$55

" ’9*5$55 "%*$4 "$*$5

# ’8"*$4 # ’9,1$5 # ’9+2$5

# ’9*/$5 # ’9)0$5 # ’8%,$4

# ’8&+$4 # ’8#)$4 # ’8*#4

# ’8,"4 # ’8&)4 # ’9*05

# ’9)25 # ’9/,5 " ’8$4*44

# ’90*5 # ’92)5 # ’9,/5

# ’8#*4 # ’8",4 # ’8)&4
" 9*$555 " ,6 " 8*$444 " *$6 ! .， （5）

%%#,$4 " $48#% ,$’
4 " 9*555

" 8*444 # 48#&)$4 " 49#,5$55

# 48#",$4 " 49#*5$%
5 "%*4

" 48#*4$%
4 "$*5 # 49#)2$5

# 49#,/$5 " %$#,$5 # 49#*0$5

# 48##*$4 " 48#*$4$44 " 49#*$5$55

" 48#$4,44 " %8#,$444 " %9#,$555

" 48#,4$44 " 49#$5,55 # ’91,5

# ’9*/5 # ’9,15 # ’92+5 " %#,$6

# ’9/*5 # ’8&+4 # ’8#)4
# ’8,%4 # ’8)#4 " *6 # ’8+&4
# ’8*"4 # ’8"*4 # ’8%,4

# ’90)5 # ’9+25 ! .， （3）

# ’9+5$55 # ’8-&4 " 9#*$555

# 8+$444 " 8#*$444 " ’8#*4$44

" 9)555 " ’8#$4*44 " 8)444
" ’9#$5*55 " 49#% ,$5$55

" ’9#*5$55 " 48-$4$44

" 48#% ,$4$44 "%#*$4 "$#*$5

# %8#+$’
4 " 48#% ,4$%

4 " 49#% ,5$%
5

#%+$4 #$+$5 " 48-4$%
4

" 49-5$%
5 " %9#% *$’

5 " 49-$5$55

# ’8#"*$4 # ’9#,1$5 " ’9-0$5

" ’9)1$5 " ’9*3$5 " ’9+/$5

# ’9#+2$5 " ’8"+$4 # ’9#*/$5

# ’9#)0$5 # ’8#%,$4 # ’8#&+$4

" ’8’*$4 " ’8#-$4 # %9#+$’
5

# ’8")4 # ’8##)$4 # ’8’,4

# ’8$4+44 # 9+$555 # ’8#+4

" )6 "%)4 "$)5 # ’9$5+55

# ’8)"4 # ’8+#4 # ’8*%4
# ’8,’4 # ’8%*4 " ’8%)$4

# ’8&-4 # +$6 # ’91*5

# ’92-5 # ’90+5 # ’90+5

# ’9*15 # ’9/)5 # ’9)/5

# ’93,5 # ’9+05 # ’9,35

# ’9-25 # ’8+4$44 "#*$6 ! .， （2）
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!"### ! "$"%&’ ! "$!"&’&’’

! "!!"&#&## # $!(&###

# %"$!(&&
’ ! "$!"’&$

’

# %"!!(&&
# !""’ # $ (&) !#"#

! $"’’’ ! "$(*&’ ! "$+,&’

! "!-"&# ! "!.+&# ! "!/(&#

! "!!"#&$
# # "!(#&## ! ")

# &!"/# # &!0.# # &$,0’

# &$(1’ # &$"*’ # "$(’&’’

# &$+%’ # &!/"# # $$(&’’’

# "!&# (## # &!.0# # &!+-#
# $#(&# # &!(2# # &$0,’

# &$%+’ # &!-+# # &!2(#
# &$1(’ # &$*"’ # "$&’(’’
# $"(&’ ’ (， （%(）

# &!!&#"## # !!"&###

# &!!"#&## ! &$!+%&’

! &$!(1&’ # &$,+’ #!"&)

# &$+,’ !#(# # &$*(’
# &!-"# # &!. +# !"(’
! $)!!(#&$

# ! !(### ! &!!/"&#

! *!."&# ! *$",&’ ! $)$!(’&$
’

#"!"&’ ##!"&# # +$!$ "&&
’

! $!"*&’ ! &$!0,&’ ! *!-(&#

# +!!$ "&&
# ! &!!-+&# ! &!!2(&#

! &!!.0&# # &$%"’ ! *$(%&’

# &$!"’&’’ ! $(’’’
! $)!!&#&## # () # &$!&’"’’

# &!/(# # &!+.# # &!(/#

# &!"-# # &$(*’ # &$"%’

# $!"&’’’ ’ (， （%%）

"$!$ "&’&’’ # "!!(#&##

# "!!&# (## # &!."#

# $!!(&### # $$!(&’’’

# "$!(’&’’ ! "!!$ "&#&##

# "$!&’(’’ # &!-(# # &!".#

# &!(-# # &$",’ # &$(%’

# &$,"’ ! "!!.+&# ! "!!/(&#

! "$!(*&’ # )(!!$ (&&
# ! "$!$ "’&$

’

# &$%(’ ! "!!-"&# ! %$$(,&’

! "$!+,&’ ! %$!.(&# # $!(&)

! "!!$ "#&$
# # $"!(&’ # $!#(&#

# )($!$ (&&
’ ! "$!"%&’ ’ (， （%$）

# &$,(’ ! *!!-(&# # &!(.#

# &!.(# ! %+$!$ (&’&’’

# "$!& "&&
’ ! *$!(%&’

# "!!& "&&
# ! *$!",&’

! %+$!$ (’&$
’ ! %+!!$ (#&$

#

# &$(,’ ! *!!."&# ! %+!!$ (&#&## ’ (，（%&）

# $)$!& (&&
’ # $)!!& (&&

#

! %$!!.(&# ! %$$!(,&’ ’ (， （%)）

# $ 3&’ ! $4&# ’ (， （%,）

# 3’ ! 0&# ! 4# # 2&’ ’ (， （%"）

$!4&# ! 0# # $!3&’ # 2’ ’ (， （%-）

+# ! -&’ #!2&’ # /’

!!0&# # "&# ’ (， （%+）

# -’ ! "# # $ (&# ! $.&’ ’ (， （%*）

#!"&# # .’ !!-&’ ! (# ’ (， （$(）

# $!(&# ! $!.&’ ’ (， （$%）

# $5&# ! $4&’ ’ (， （$$）

# 5# # 1&# ! 0&’ ! 4’ ’ (， （$&）

$!4&’ ! 0’ # 1# # $!5&# ’ (， （$)）

%&# ! +’ #!1&# !!0&’ # "&’ ’ (， （$,）

# %# # $ (&’ ! "’ ! $,&# ’ (， （$"）

(’ !!%&# #!"&’ # ,# ’ (， （$-）

# $!(&’ ! $!,&# ’ (. （$+）
通常要得到（)）—（$+）式中的解是比较困难的 . 为
讨论方便，我们引入如下变量分离函数：

& ’$（#，)）!%（’，)）， （$*）
并对待定函数 /，* 进行类似的变量分离，可以求得
方程组（)）—（$+）如下形式的解：

+ ’ )!$#%’，0 ’ (，

" ’ (，4 ’ $$#%’，

( ’ $!$
$#%’，

/ ’$) ! !$### # )!!$
&
# !#$#

&!$#
，

2 ’ $$##，- ’ # $!$##，

3 ’ $$
$
#，. ’ $!$

$
$
#，
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! !!" " #!$$$ # $#"!
%
$ "#!$

%#!$
，

% ! &!$$，& ! # &"!$$，

’ ! &!
&
$，( ! &"&

!
&
$， （%’）

其中$!$（)，"），!!!（$，"）分别是关于｛)，"｝和
｛$，"｝的任意函数 (利用 )*++,-* 方程的解［.&，.%］，将
（%’）式代入到（%）式，就可以得到（& " .）维 /001系
统的变量分离严格解 (
情形 !：当"2 ’时

*. !
# &"$)!$（-,34&（ #" "（$ "!））# .）&

-,34&（ #" "（$ "!））
，（%.）

+. ! .
%,$) #" "-,34&（ #" "（$ "!））

5（# $," #" "-,34&（ #" "（$ "!））$
%
)

" , #" "-,34&（ #" "（$ "!））$)))

" #" "-,34&（ #" "（$ "!））$"

" 6,"-,34%（ #" "（$ "!））$))$)

"% #" "-,34&（ #" "（$ "!））$)

" 6,"-,34（ #" "（$ "!））$))$)

# 6," #" "-,34$（ #" "（$ "!））$
%
)

# 6," #" "$
%
)）， （%&）

-. ! .
%#!$ #" "-,34&（ #" "（$ "!））

5（# $#" #" "-,34&（ #" "（$ "!））!
%
$

" # #" "-,34&（ #" "（$ "!））!$$$

" #" "-,34&（ #" "（$ "!））!"

" 6#"-,34%（ #" "（$ "!））!$$!$

"# #" "-,34&（ #" "（$ "!））!$

" 6#"-,34（ #" "（$ "!））!$$!$

# 6#" #" "-,34$（ #" "（$ "!））!
%
$

# 6#" #" "!
%
$）， （%%）

*& !
# &"$)!$（+7-4&（ #" "（$ "!））# .）&

+7-4&（ #" "（$ "!））
(（%$）

+& ! .
%,$) #" "+7-4&（ #" "（$ "!））

5（# $," #" "+7-4&（ #" "（$ "!））$
%
)

" , #" "+7-4&（ #" "（$ "!））$)))

" #" "+7-4&（ #" "（$ "!））$"

" 6,"+7-4%（ #" "（$ "!））$))$)

"% #" "+7-4&（ #" "（$ "!））$)

" 6,"+7-4（ #" "（$ "!））$))$)

# 6," #" "+7-4$（ #" "（$ "!））$
%
)

# 6," #" "$
%
)）， （%8）

-& ! .
%#!$ #" "+7-4&（ #" "（$ "!））

5（# $#" #" "+7-4&（ #" "（$ "!））!
%
$

" # #" "+7-4&（ #" "（$ "!））!$$$

" #" "+7-4&（ #" "（$ "!））!"

" 6#"+7-4%（ #" "（$ "!））!$$!$

"# #" "+7-4&（ #" "（$ "!））!$

" 6#"+7-4（ #" "（$ "!））!$$!$

# 6#" #" "+7-4$（ #" "（$ "!））!
%
$

# 6#" #" "!
%
$）， （%6）

其中$，!分别是关于｛)，"｝和｛$，"｝的任意函数 (
情形 "：当"9 ’时

*% !
&"$)!$（-,3&（""（$ "!））" .）&

-,3&（""（$ "!））
， （%:）

+% ! .
%,$) -,3&（""（$ "!））

5（# $,"-,3&（""（$ "!））$
%
)

" ,-,3&（""（$ "!））$)))

" -,3&（""（$ "!））$"

"%-,3&（""（$ "!））$)

" 6,""-,3%（""（$ "!））$))$)

# 6,""-,3（""（$ "!））$))$)

" 6,"-,3$（""（$ "!））$
%
) " 6"$

%
)），（%;）

-% ! .
%#!$ -,3&（""（$ "!））

5（# $#"-,3&（""（$ "!））!
%
$

" # -,3&（""（$ "!））!$$$

" -,3&（""（$ "!））!"

"#-,3&（ #" "（$ "!））!$

" 6#""-,3%（""（$ "!））!$$!$
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! "!!!#$%（!!（" &#））#""#"

& "!!#$%’（!!（" &#））#
(
" & "!!#

(
"），（()）

#’ *
+!"$#"（,-#+（!!（" &#））& .）+

,-#+（!!（" &#））
， （’/）

%’ * .
(&"$ ,-#+（!!（" &#））

0（! ’&!,-#+（!!（" &#））"
(
$

& &,-#+（!!（" &#））"$$$

& ,-#+（!!（" &#））"’

& "&!!,-#(（!!（" &#））"$$"$

&$,-#+（!!（" &#））"$

! "&!!,-#（!!（" &#））"$$"$

& "&!,-#’（!!（" &#））"
(
$ & "&!"

(
$），（’.）

(’ * .
(!#" ,-#+（!!（" &#））

0（! ’!!,-#+（!!（" &#））#
(
"

& !,-#+（!!（" &#））#"""

& ,-#+（!!（" &#））#’

& "!!!,-#(（!!（" &#））#""#"

&%,-#+（!!（" &#））#"

! "!!!,-#（!!（" &#））#""#"

& "!!,-#’（!!（" &#））#
(
" & "!!#

(
"），（’+）

其中"，#分别是关于｛$，’｝和｛"，’｝的任意函数 1
情形 !：当!* /时

#2 * + "$#"

（" &#）
+， （’(）

%2 *
&"$$$（" &#）

+ &"’（" &#）
+ &$"$（" &#）

+ & "&"$（"
+
$ !"$$"$ !"$$#）

(&"$（" &#）
+ ， （’’）

(2 *
!#"""（" &#）

+ &#’（" &#）
+ &%#"（" &#）

+ & "!#"（#
+
" !#

+
""# !#"""）

(!#"（" &#）
+ ， （’2）

其中"，#分别是关于｛$，’｝和｛"，’｝的任意函数 1

( 3（+ & .）维 4556系统的周期波背景
下孤立波及其演化

由于（(.）—（’2）式中都包含有任意函数"，#，
使得系统的解变得相当丰富 1 如利用（(.）式孤波解
及（’(）式严格解可以构建出利用变量分离法所能构
建出的局域结构［(］1为了研究系统一些新的局域激
发模式，本节讨论（+ & .）维 4556系统的周期波背
景下的孤立波及其演化，以（(7）式为例，即

) " #(

*
+!"$#"（#$%+（!!（" &#））& .）+

#$%+（!!（" &#））
1 （’"）

!"#" 在 $%&’()周期波背景下的 *+’,)’-及其传播

由于（’"）式中的"，#的任意性，我们先取"
和#为

" * + & /3//(8%（/39$，/3(）
& /3/.2#$%:（/32$ ! ’），

# * + & /3//( 8%（（! /39" & /37），/3(）

& /3/.2#$%:（/32" & .）， （’7）

!* .，可以得到场量 )（’"）式的复合波 1 图 .显示
了一个 ;<-=>-%在定态 ?$,-@>周期波背景下沿 $ 轴
方向传播的情况 1从图 .中可以看出，在传播过程中
由于孤波与背景周期波的叠加，;<-=>-%的波幅发生
变化，但波形和波速没有改变，这和许多实际物理过

程（如水波的传播）比较吻合 1

!"." /+’,)’-在 $%&’()周期波背景下的相互作用

当式（’"）中的任意函数"，#取如下形式时，

" * + & /3//(8%（/39$，/3(）
& /3/.2#$%:（/32$ & ’）
& /3//9#$%:（/32$ ! + ’），

# * + & /3//(8%（（! /39" & /37），/3(）
& /3//9#$%:（/32" & .）， （’9）

!* .，则可以得到场量 )（’"）式在 ?$,-@>周期波背
景下两个 ;<-=>-%相互作用的情况，如图 +所示 1 从
图 +中可以看出，在传播过程中由于与背景波的相
互作用，;<-=>-%的波幅发生叠加，但在碰撞前后的
波形和波速均没有改变，类似于弹性碰撞 1
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图 ! 场量 !（"#）式在条件（"$）式下得到的复合波的时间演化图 时间分别为（%）" & ’ (，（)）" & ’ !，（*）" & !，（+）" & (

图 , 场量 !（"#）式在条件（"-）式下得到的在 .%*/)0周期波背景下的两个 +1/20/3孤子相互作用的时间演化图 时间分别为（%）" &

’ "，（)）" & 4，（*）" & "
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!" 结论与讨论

通过对（# $ %）维 &’’(系统的研究，可以发现：
在映射法运算过程中对某些参量（如 !，"）进行适
当的分离变量可以构建出新型的分离变量严格解 )
解（*+）式中的 !，#，" 的结果与 ,-./012345672089:

截断法以及变量分离法中的种子解在形式上是非常

相似的，它们之间存在着内在的联系 ) 另外，就我们
所知，关于 &’’(系统的周期波解背景下的 3;<=7<2
的传播及相互作用在先前的文献中未曾有过报道，

关于周期波解背景下的其他新的局域激发及其演化

性质，我们在后文中将作进一步的研究 )
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