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定义了一类相空间中的准几率分布函数系，这个准几率分布函数系直接建立在具有更加广泛意义的量子相空间

)*+,-./012, 方程解的基础之上，其中定义 !"! 3!# 4 /"!!$
和 !%! 3（" 4!）$ 5 /"!!#

6发现了两个有趣的关系 6（"）建立的

量子相空间 )*+,-./012, 方程的解实际上是对函数#（$）278［/（" 4!）$#］做窗口 9:;,/2, 变换 6（%）这个窗口函数 &（$）起

着选择窗口形式的作用，而且不同的窗口对应着不同的分布函数 6当 &（$）是一个代表 <=;>> 窗的 <=;>> 函数的时候，

准几率分布函数就是一个类似于 ?;>/@/ 的分布函数 ’ ?A
!（$，#）；当 &（$）是一个表示椭圆的复函数时，准几率分布函

数就是一个椭圆分布函数 ’ B
!（$，#）；再在 &（$）为复函数的基础上附加!3 #，就可得到标准序分布函数 ’ )（ $，#）、反

标准序分布函数 ’ C)（$，#）和 D/102, 分布函数 ’ (（$，#），此时 &（$）表示高度为
"
%"! "

而长度为$的矩形窗 6
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" K 引 言

自从著名物理学家 D/102, 于 "L(% 年［"］为了修

正统计热力学体系的量子效应而提出 D/102, 分布

函数以来，已有两种途径发展量子相空间理论 6第一

种途径是沿着构造 D/102, 函数的思想而利用满足

坐标表象或动量表象中的 )*+,-./012, 方程的波函数

来建立分布函数 6 例如 ?;>/@/［%］函数和一般量子相

空间分布函数类［(，M］以及标准序和反正标准分布函

数［&］就是沿着这个途径 6发展量子相空间理论的另

一条途径是直接重新定义坐标算符和动量算符以及

假设存在相应的 )*+,-./012, 方程或量子 A/:;N/FF2 方

程 6然后，通过求解相空间中的这两个方程，来确定

相空 间 中 的 波 函 数 或 密 度 函 数 6 O:,,2>EP21= 和

9,2.2,/*Q 的工作［’，R］就是沿着这个途径 6 最近 A/ 等

人［$］ 还 找 到 了 O:,,2>EP21= 和 9,2.2,/*Q 引 入 的

)*+,-./012, 方程的一般解的形式 6
有两条途径发展量子相空间理论，自然地带来

一个问题：这两种途径之间到底有什么联系？本文

将回答这个问题 6

% K 更广泛意义的量子相空间表示

类似 O:,,2>EP21= 和 9,2.2,/*Q 直接定义的相空间

中坐标算符 !% 3 $
% 5 /" !!#

和动量算符 !" 3 #
% 4

/" !!$
以及相应的 )*+,-./012, 方程的方法，还可以定

义更具有广泛意义的坐标算符和动量算符，如下：

!%! 3（" 4!）$ 5 /" !!#
，

!"! 3!# 4 /" !!$
，

其中!是一个参数，其取值范围为 #"!""，这样定

义的算符也满足对易关系式：

［%!，"!］3 /"6
对于任意给定的势能函数 )（ !%!），相应量子相空间

的定态 )*+,-./012,

{
方程为

"
%%
!# 4 /" !!( )$

%

5 )（" 4!）$ 5 /" !!( ) }# &!（’）

3 *&!（’）6 （"）
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其中 ! 和 " 是经典的坐标和动量，# 是能量本征值，

!"（#）是相空间中属于能量本征值为 # 的本征函

数 !!"（#）可表示为

!"（#）"〈#!"〉! （#）

受启发于文献［$，%］，可设

!"（#）" &’(（) *"!" +$）%（!，"）! （,）

利用下面变换等式

&*"!"+$ $$ !!( )"
%

&)*"!"+$ " "! - *$ !!( )"
%
， （.）

&)*"!"+$ ) *$ !!( )"
%

&*"!"+$ " "! ) *$ !!( )"
%
，（/）

以及（,）式，（0

{
）式化为

)$
#

#&
!#

!!# - & ! - *$ !!( ) }" %（!，"）

" #%（!，"）! （1）

如果将 & ! - *$ !!( )" 展开

& ! - *$ !!( )" " !
%
&（%）（!） *$ !!( )"

%
， （2）

方程（1

{
）变成为

)$
#

#&
!#

!!# -!
%
&（%）（!）

3 *$ !!( )" }%

%（!，"）

" #%（!，"）! （$）

利用局部的 4567*&7 变换

%（"，!）""’（!，(）&) *
$(" 8(! （%）

并将（$）式方程两边同时乘以
0

#"$
&

*
$(9 " ，且对 " 积

{
分有

)$
#

#&
!#

!!# - &（! -( }）’（!，(）

" #’（!，(） （0:）

做变量代换)" ! -(，方程（0:

{
）变为

)$
#

#&
!#

!)
# - &（) }）’（)，(）

" #’（)，(）! （00）

满足方程（00）的解

’（)，(）" ’（(）*（! -(）， （0#）

其中 ’（(）是任意的平方可积的非零函数，*是坐标

空间中的 ;<=7>8*?@&7 方程的解 !因此

%（"，!）""’（(）*（! -(）&) *
$(" 8(， （0,）

则相空间中定态 ;<=7>8*?@&7 方程的解为

!"（#）" &)*"!"+$"’（(）*（! -(）&) *
$(" 8(

""’（( ) !）*（(）

3 &’(［*（0 )"）!" +$］&)*("+$8(! （0.）

其中 ’（() !）实际上是一个窗口函数，!"（#）可看

作是对函数*（(）&’(［*（0 )"）!"］做窗口 4567*&7 变

换，在下面的讨论中将看到这个性质 !

, A 准几率密度分布函数系

利用!"（#），可以直接定义准几率密度分布函

数系：

("（!，"）" 0
#"$"〈!" #〉 " " "9〈#!"〉8"9

" 0
#"$"’（(）’#（(9）*（! -(）*

#（! -(9）

3 &)*（(")(9 "9 ）+$&)*"!（ ") "9 ）+$8"9 8(9 8(! （0/）

对 "9和(9直接积分后有

("（!，"）""’#（)"!）’（(）&)*"!"+$*
#［（0 )"）!］

3*（! -(）&)*("+$8(! （01）

这个函数系很有意思，它包括了所有可能的准几率

分布函数 !更为重要的是

"("（!，"）8" " #"$’（)"!）’#（)"!）

3*［（0 )"）!］*
#［（0 )"）!］!（02）

若选择窗口函数

’（)"!）" 0
#"$ $

，则

"("（!，"）8" "*
#［（0 )"）!］

"+［（0 )"）!］! （0$）

下面具体讨论 ’（(）在窗口 4567*&7 变换中的作

用 !
选择

’（(）" 0
#"$

0
’#（)"!）

&’(（)(# +$），

它实 际 上 是 一 个 BC6DD 窗，可 得 到 一 个 类 似 于

E6D*F* 的分布函数，即

( EG
"（!，"）" 0

#"$"*#［（0 )"）!］*（! -(）

3 &’(（)(# +$）&)*"!"+$&)*("+$8(，（0%）

选择

’（(）" 0
#"$

0
’#（)"!）

&’(（*"!" +$），
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它是一个表示椭圆的函数，两个半轴分别为 !（ "）!
"

#!!
"

#!（ $""）
和 !（ $）! "

#!!
"

#!（%）
，可得到椭圆分

布函数

% &
"（"，$）! "

#!!"#!［（" $"）"］

&#（" ’$）($)$$*!）+$, （#%）

再在 #（$）为复函数的基础上附加"! %，可得到

% -（"，$）! "
#%!"#!（"）#（" ’$）($)$$*!+$，（#"）

即标准序分布函数 % -（"，$）和反标准序分布函数

% .-（"，$）! "
#!!"#（"）#

!（" ’$）

& ()$$*!+$, （##）

此时 #（$）! "
#!!

"
#!（%）

，表示高度为
"
#!# !

而长度

为$的矩形窗 ,

又在（#%）中用 " $$# 代替 "，可得到 /)01(2 分

布函数

% /（"，$）! "
#!!"#! " $ $( )#

&# " ’ $( )# ($)$$*!+$, （#3）

45 结 论

总之，从量子相空间 -6728+)10(2 方程的解（（"4）

式），我 们 自 然 地 得 到 了 准 几 率 分 布 函 数 系

%"（"，$），其中的窗口函数 #（$）起着选择窗口形式

的作用，而且不同的窗口对应着不同的分布函数 ,参
数"对应着一大类分布函数 ,当"! % 时，准几率分

布函数对应着标准序、反标准序分布函数、/)01(2 函

数等等 ,更有意思的是，通过分析，我们知道隐藏于

/)01(2 函数后面的信息 ,

［"］ /)01(2 9 : ";3# ’()* , +,- , !" <4;
［#］ =>?)@) A ";4% ’./# , ’()* , 012( , 3/4 , 5$6 , ## #B4
［3］ CD7(1 E ";BB 5 , 012( , ’()* , $ <F"
［4］ CD7(1 E，GHIH2DJH11K L M ";F% 5 , 012( , ’()* , #% <;4
［N］ A)2OPDD+ Q R ";33 ’()* , +,- , !! 3"

［B］ SD22(?TU(0H R，V2(+(2)6O Q = ";;% 5 , 7(,8 , ’()* , &’ FFB#
［<］ SD22(?TU(0H R，V2(+(2)6O Q = ";;3 5 , 7(,8 , ’()* , &( 3"%3
［F］ E) W -，/() R X，EY E W #%%4 ’()* , +,-，. $" %##"%N
［;］ C72>?6)Z?O) [，X\D+HP?O) A #%%N ’()* , +,- , . $% %N#"%4
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