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利用 *+,-./0 解析拆分和 1.+2 逼近方法对由 3.4.05,0/ 对流诱发的层流边界层问题进行了研究，提供了一种

求解边界层方程的解析分析方法 6 得到了问题的近似解析解并对相应的流动及传热特性进行了探讨 6 本文所提出

的思想方法可以用于解决其他科学和工程技术问题 6
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! E 引 言

在汽=液或液=液体系中，物质的蒸发、溶解、表

面活性物质的迁移或温度效应都可能导致界面张力

梯度的出现，而这种界面张力梯度的存在又会导致

自发的界面运动，如界面变形、界面流等 6 这种由界

面上的表面张力梯度引起的流动称为 3.4.05,0/ 对

流［!—)］6 近年来，很多科学工作者对于这些复杂流

动及其质、能传递行为进行了研究［(—!&］6 本文利用

*+,-./0 解 析 拆 分 和 1.+2 逼 近 方 法 来 研 究 由

3.4.05,0/ 对流诱发的层流边界层流动及热量传递

问题，寻求问题的近似解析解并探求其复杂流动、

传热的物理特性及本质 6

# E 边界层控制方程

考虑由气=液形成的自由表面处，由于表面温度

梯度而诱发的 3.4.05,0/ 对流边界层流动，忽略体积

力、外部压力梯度的影响，描述牛顿流体的质量守

恒、动量守恒、能量守恒边界层方程用无量纲形式可

以表示为［!7，!’］

!!
!" F!#

!$ G $， （!）

!!!
!" F #!!

!$ G!!
# !
!$#

， （#）

!!%
!" F #!%

!$ G &!
# %
!$# 6

（&）

这里 " 轴和 $ 轴分别表示沿平板方向和垂直自由表

面方向，! 和 # 分别为平行于表面和垂直于表面的

速度分量，相应的边界条件为

自由表面处边界条件
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!（"，J）G $， （’.）
%（"，J）G %J G %（$，$）6 （’I）

&E 非线性边界值问题

对于不可压缩流动，存在流函数$（"，$），满足

! G !$!$， # G H!$!" 6 （)）

引入相似变换群如下：
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其中%为相似变量，,（%）表示无量纲流函数，(（%）

表示无量纲温度函数，)-（ - G !，#），.，&，+ 为待定常

数 6 将（(.）—（(?）式代入方程组（!）—（’I），选取
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边界层方程简化为

(! " $(, & ( &((-， （!./）

&- " )*（( &(&, ( ’(,&）+ （!.0）

动量方程边界条件简化为
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能量方程边界条件简化为
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下面利用 2$34/56 解析拆分和 7/$8 逼近方法

来寻求方程组（!.）—（!&）的近似解析解［!9，!:］+

; +非线性方程求解

首先求解动量边界层方程（!./）+ 在相应的边

界条件（!!）中有两个条件出现在原点’" .，另一个

出现在’" 1，该条件不能直接利用 + 为此，设 + "
(,（.）（ + 为待定参数），先求初值问题的解 (（’），然

后利用’" 1处的条件来确定参数 + + 本文所提出

的方法可以用于解决其他科学和工程技术问题 +
将方程（!./）从 . 到’积分得到
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对（!#）式又两边连续积分两次，并利用条件（!!）得
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其中 #- 是 2$345/6 多项式 + 分解式#
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利用条件（""）来确定参数 " 的值 . 由 0123 逼近

理论知，如果 %/（!）在整个实数轴非奇异，则计算

%/（!）的 0123 逼近运算法则适用于整个实数轴 .
对角逼近一直被众多学者认为是有效的逼近 .

我们将仅构造对角逼近，通过计算对角逼近［#4#］

和［)4)］，⋯；在每一个对角逼近中利用边界条件

%/（5）! $ 来得到 " 的值 .此时逼近的误差估计为
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下面首先确定（)%）式的 0123 逼近［#4#］. 用同

样的方法可以得到 0123 逼近［)4)］、［(4(］，⋯ . 为

确定 %/（!）的［#4#］逼近，选择 !$，!"，!#，$" 和 $#
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又由 %/（5）! $，得到 !# ! $ .
将 %/（!）的解代入（)+）中，比较两边同阶项的系

数有
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由上式可以解得 $"，$# . 利用类似的方法可以计算

［)4)］，［(4(］，⋯ .
赋予系数 * 不同的值，即可得到相应参数 "

的值 .
当 * ! ’ $6% 时，! ! $，$ ! $6%，# ! ’ $6%，得到

" ! $6-,，此时得到方程的解
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! " # $
)&$--.)!

$$ + ,
,&))$(!

$. # $,
)&%.)(!

(

+ $$
,,’**!

’ # %,
*(.)-!

& + ,
),()!

-

# ),
-($)!

, + ),
)’’!

% # $
)!

) + ,
*!， （*%）

!1 " # $
)&$--.)!

$. + ,.
,&))$(!

( # $%,
)&%.)(!

’

+ ))
$%(-$!

& # )*,
*(.)-!

- + ,
*%)!

,

# $),
-($)!

* + ),
(-!

) #! + ,
* ， （**）

!! " # ’
$(&,&$!

( + ’&
$$.-)(!

’ # *$
$.%-,!

&

+ -$
,,%.!

- # )*,
’$&$!

, + ),
*%)!

*

# $),
$&)’!

% + ),
*’! # $/ （*,）

当 " " .0, 时，# " )
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图 $ 给出了当 " " # ./ ,，" " .，" " ./ , 时，由

本文方法得到的无量纲速度的近似解与用数值方法

直接求解边界层相似解方程（$.2）—（$$）得到的数

值解比较 / 数值结果证明了本文方法的可靠性和有

效性 /图 ) 给出了相应于不同参数 "（" " .，" " .0,）

时无量纲速度分布 / 图 % 给出了当 " " . 时无量纲

剪切应力分布 /
从图中可看出，!1及 3 !! 3均伴随着!的增大而

减小，表明切向速度及剪切应力的绝对值（!! 4 .）

均伴随着与自由表面距离的增大而单调减小 / 由图

亦可看出 !1 伴随着 " 值的增大而增大，表明切向速

度为幂律参数 " 的增函数 / 幂律参数 " 的值越大，

边界层内流体流速越快，从而流体之间的剪切应力

越大 /
下面求解能量边界层方程（$.5）/ 令"（!）"

’(（!），方程（$.5）变为
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这里 + # $表示两次积分算子，令
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789:;2< 拆分法满足以下关系

(.（!）" $，

($（!）"#! + )*+ #$
!.，

("+$（!）" )*+ #$ -" /

（,%）

得到 (（!）的展开式以后，仍然利用 =28> 逼近

法来确定#的值，分别取 " " # .0 ,，.，.0,，对于

每一个 " 值取不同的 )* 值，可以得到相应的换热系
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图 ! 无量纲速度分布 （"）! # $ %&’，（(）! # %，（)）! # %&’

图 * 无量纲速度分布比较 ! # %，! # %&’

数 "+（%）值 , 进而可以得到 "（!）的表达式 ,
由于 "（!）是与 !，#$，% 和"有关的函数，这里

给出对应于具体的 ! 和 #$ 的 "（!）的表达式如下：
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图 - 无量纲剪切应力分布 ! # %
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图 & 给出了壁面换热率 $0（"）的分布情况 . 由

图可见，$0（"）的绝对值伴随着普朗特数及幂律参数

! 的增大而单调增大，物理上表明换热能力伴随着

普朗特数及幂律参数 ! 的增大而增大 .

图 & 壁面换热率分布 ! ! + "/)，"，"/)

) / 结 论

利用 1234567 解析拆分和 8529 逼近方法对由

:5;57<376 对流诱发的层流边界层问题进行研究，提

供了一个求解边界层方程的解析分析方法 . 得到了

问题的近似解析解并对 :5;57<376 对流引起的传递

行为进行探讨 . 本文研究结果表明，无量纲速度切

向速度及剪切应力绝对值（%= > "）均伴随着与自由

表面距离的增大而单调减小，伴随着幂律参数 ! 的

增大而增大 . 壁面换热率伴随着普朗特数及幂律参

数 ! 的增大而增大 .
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