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通过引进平均约束面和平均跃变方程对随机约束系统的约束条件进行处理，把研究随机光滑系统倍周期分岔

的 )*+,-.*+/ 多项式逼近的方法运用到随机非光滑系统中，数值研究表明随机 0122345 单边约束系统同样存在丰富

的倍周期分岔现象，)*+,-.*+/ 多项式逼近是研究带有约束的随机非光滑动力系统的有效方法 6
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! E 引 言

在实际工程动力学中往往存在大量碰撞［!］，冲

击，干摩擦等非光滑因素，其中重要的一种是由约束

条件决定的 6 传统的动力系统理论是针对光滑系统

的［#—7］，不能直接地运用到随机非光滑动力系统中，

非光滑系统向量场的不可微性导致了系统的强非线

性和奇异性，引起了大量学者的广泛兴趣［&］6 上世

纪 F% 年代以来，G<A 和 HI=;+.［$］和胡海岩［F］等研究

了分段线性系统的分岔和混沌响应，分析了向量场

的非 光 滑 性 对 系 统 动 力 学 行 为 的 影 响，JIKC;<KL
等［8］研究了冲击振子系统的稳定性，分岔和奇异性

问题 6 张思进［!%］，JIKC;<KL［8］和金俐［!!，!#］利用局部

MI34D<KN 映射的方法给出了对应的 O<DI,34 矩阵并研

究了非光滑系统的稳定性 6 陆启韶［!#］利用 MI34D<KN
映射和数值方法分析了两个自由度的刚性约束和分

段光 滑 转 子 的 非 光 滑 性 6 冯 奇［!(—!7］利 用 平 均

MI34D<KN 映射和叠加原理考察了非光滑线性系统的

均值响应问题 6 关于非光滑非线性随机系统的研究

还只是起步 6
近年来，)*+,-.*+/ 多项式逼近是一种新的研究

随机参数的随机光滑系统的有效方法，P<45［!&，!$］和

Q1［!F］等应用 )*+,-.*+/ 多项式逼近的方法研究了随

机光 滑 动 力 系 统 的 响 应，马 少 娟 等［!8，#%］ 应 用

)*+,-.*+/ 多项式逼近法研究了随机 /<4 C+K MI= 系统

的倍周期分岔和对称破裂分岔 6
本文主要通过引进平均约束面和平均跃变方程

对约束系统的约束条件进行处理，借助 )*+,-.*+/ 多

项式逼近的方法研究谐和激励下带有随机参数的随

机 0122345 单边约束系统的倍周期分岔问题，并结合

数值方法研究其传统的倍周期分岔现象 6

# E)*+,-.*+/ 多项式

这里考虑随机 0122345 微分方程中的随机变量

! 取值在区间［ R !，!］且服从拱形分布，其概率密度

曲线如图 !，概率密度表达式如下：

"（!）S
（#T!） ! R !" # ， U ! U# !，

%， U ! U V{ ! 6
（!）

当区间为［ R !，!］，权函数为 "（!）时，对应的正

交多项式为第二类 )*+,-.*+/ 多项式，其表达式为

#$（!）S .34［（$ W !）<KDDI.（!）］

! R !" #
U ! U# ! 6（#）

由（#）式可得到递推关系式

#%（!）S !，#!（!）S #!，

⋯⋯

#$W!（!）W #$R!（!）S ##$（!），（$ S !，#，⋯）6
（(）

另外，令 ! S DI.（!），则

第 77 卷 第 !! 期 #%%& 年 !! 月

!%%%:(#8%T#%%&T77（!!）T7$((:%$
物 理 学 报
X)YX MHZG[)X G[J[)X

\I=677，JI6!!，JI/+;,+K，#%%&
"

$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$
#%%& )*346 M*-.6 GID6



图 ! 随机变量 ! 的拱形分布概率密度函数曲线
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因为权函数刚好为随机变量 ! 的概率密度函

数，故（-）式可看成是乘积 "#（ !）"$（ !）的数学期

望 , 由正交多项式的性质知，随机变量 ! 的任何可

测函数 &（!）$’［ $ !，!］可以展开为正交多项式的

级数形式：

&（!）& %
#

# & (
(#"#（!）， （.）

其中

(# &!
#

$#
&（!）"#（!）%（!）%!

!
#

$ $
"#（!）"#（!）%（!）%!

&!
!

$!
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这种展开为广义 /0123*2 级数展开，是一种最佳均方

意义下的逼近 ,

4 5 随 机 6177*+8 单 边 约 束 系 统 的

9:3;<):3= 多项式逼近

考虑单自由度谐和激励下的带随机参数的随机

6177*+8 单边约束系统，其系统的微分方程形式如下：

)> " *)·$ +) " (( )4 & ,?0)（-.）， ) @ //，

)·" & $ 0)·$ ， ) & //{ ,
（A）

随机光滑 6177*+8 系统微分方程为

)> " *)·$ +) " (( )4 & ,?0)（-.）, （B）

约束条件为

) @ //，

约束面为

% & ｛（)，)·）C ) & //｝，

跃变方程为

)·" & $ 0)·$ ,
考虑（A）式是一个碰撞系统，系统轨线在约束面处发

生碰撞，跃变方程描述了约束面上速度的跃变，其中

$ ，" 表示碰撞前后时刻，! 为区间［ $ !，!］上服从

拱形分布的随机变量，概率密度函数表达式为（!）

式，(( & ( " 1!，(( 的均值为 (，方差为
1
’ , *，+，(，1

均为常数，,?0)（-.）为谐和激励，0 为恢复系数，//
为刚性约束常数 ,

由正交多项式逼近（.）式，系统微分方程（A）在

无约束自由运动时的响应可以展开为如下的级数

形式：

)（ .，!）& %
#

2 & (
)2（ .）"2（!）, （D）

当 3 取有限值时，（D）可写成

)（ .，!）&%
3

2 & (
)2（ .）"2（!）, （E）

在不考虑约束时，把（E）式代入随机光滑系统微分方

程（B）中，可得

%’

% .’ %
3
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)2（ .）"2（![ ]） " * %

% . %
3
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4

& ,?0)（-.）, （!(）

把（!(）式等号左边项 %
3

2 & (
)2（ .）"2（![ ]）

4
可展开为

如下形式［!E，’(］：

%
3

2 & (
)2（ .）"2（![ ]）

4
& %

43

2 & (
/2（ .）"2（!），（!!）

其中 /2（ 2 & (，!，’，⋯）为 "2（!）（ 2 & (，!，’，⋯）前的

系数，利用 9:3;<):3= 多项式递推关系式（4）可得

! %
3
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4
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由逼近式（)），可令（%’）式中 # $ % 为零 ( 把（%%），

（%’）式代入（*）式，然后在所得方程两边同时乘以

&"（%）（ " ! #，%，’，"，+），并关于 % 求期望，（*）式可

化为［’#］

,’

, $’ ’#（ $）& ( ,
, $’#（ $）$ )’#（ $）& *##

& +
’ #% ! ,-./（-$），

,’

, $’ ’%（ $）& ( ,
, $’%（ $）$ )’%（ $）& *#%

& +
’（## & #’）! #，

,’

, $’ ’’（ $）& ( ,
, $’’（ $）$ )’’（ $）& *#’

& +
’（#% & #"）! #，

⋯⋯

,’

, $’ ’!
（ $）& ( ,

, $’!（ $）$ )’!（ $）& *#!

& +
’（#!$% & #!&%）! #( （%"）

于是无约束时的随机光滑 0122345 系统（*）就化

简为一个等价的确定性系统（%"）(
由逼近式（)），随机光滑 0122345 系统的集合平

均响应可近似为

.［’（ $，%）］! . !
!

" ! #
’"（ $）&"（%[ ]）

!!
!

" ! #
’"（ $）.&"（%）! ’# ( （%+）

当随机变量 % 在区间［ $ %，%］随机取一系列值

｛%" ｝，对应每个 %" 值系统（*）具有轨线!"（ $，’，’·），

存在某一时刻 $#，一部分轨线已经与约束面"发生

碰触（此时约束面看做是虚拟存在的），另一部分轨

线还未到达约束面" (从而有必要对约束进行平均

处理 ( 由（%+）式可定义：

平均约束条件：

.’（ $，%）! ’# ! ## ( （%6）

平均约束面：

"# ! ｛（’，’）7 .’（ $，%）! ’# ! ##｝( （%8）

平均跃变方程：

.’·&（ $，%）! $ /.’·$（ $，%）"’·#&

! $ /’·#$ ( （%*）

把（%"），（%6），（%8），（%*）式代入（8）式，随机

0122345 单边约束系统（8）可化简为：

当 ’# 9 ## 时，

,’

, $’ ’#（ $）& ( ,
, $’#（ $）$ )’#（ $）& *##

& +
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,’
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,’
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当 ’# ! ## 时，’# & ! $ /’# $ ( （%)）

于是通过引进平均约束面和平均跃变方程并借

助 ;<=>?/<=@ 多项式逼近，就把随机 0122345 单边约

束系统（8）在最小均方误差意义下化简为一个与之

等价 的 高 维 确 定 性 单 边 约 束 系 统（%:），（%)），当

!#A时，由（:），（)）式知，!
!

" ! #
’"（ $）&"（%）在最佳

均方意义下逼近 ’（ $，%），当 ! 取有限值时，就得到

一个有微小误差的等价系统，! 的取值取决于精度

的要求 ( 这里取 ! ! +，可得到一个等价确定性单边

约束系统 (

+ B 随机 0122345 单边约束系统的倍周期

分岔分析

由此可得到三个系统：在（*）式中令 + ! # 时的

确定性单边约束系统，（%:），（%)）式决定的等价确定

性单边束系统以及原随机单边约束系统 ( 对应的响

应分别为确定性系统响应（0CD），等价系统响 应

（ECD）和随机系统响应（CCD）( 其中确定性单边约

束系统是无随机扰动下的系统，等价确定性单边约

束系统是对响应关于随机变量 % 取集合平均得到，

6"*6%% 期 冯进钤等：随机 0122345 单边约束系统的倍周期分岔



原随机单边约束系统是原随机系统的样本响应在概

率意义下的平均 ! 下面通过比较这三个系统响应的

相轨图来观察随机 "#$$%&’ 单边约束系统的倍周期

分岔现象 ! 系统的固定参数为 ! ( )*+，" ( +*+)，##
( )*+，$ ( +*, 时，确定性单边约束系统和原随机单

边约束系统的初值同取为

%&+：’（+）( +*-，’（+）( .!+ !
相应的，等价确定性单边约束系统初值取为 %&)：

’（+）(［+*-，+，+，+，+］，’（+）(［.*+，+，+，+，+］，下同 !

当参数 ( ( +*/，) ( )*+，* ( )*+，+ ( )*, 时，

系统存在稳态的周期响应，周期为 ),，其中 , ( 0!
)

（下同），发生了 0 次碰撞，如图 0（1，2），记作 )—0
（下同）! 这里符号 -3. 表示碰撞振动系统的周期运

动，其中 - 表示周期数，. 表示碰撞次数 ! 保持 ( (
+*/，) ( )*+，* ( )*+，外激励幅值增大为 + ( 0*/
时，系统出现倍周期响应，其周期变为 0,，系统运动

为 0—-，如图 0（4，5）!

图 0 倍周期时间历程图和相轨图（( ( +*/，) ( )*+，* ( )*+）（1）+ ( )*, 确定性系统时间历程图；（4）+ ( 0*/ 确

定性系统时间历程图；（2）+ ( )*, 三个系统 )—0 响应；（5）+ ( 0*/ 三个系统 0—- 响应

当参数 ( ( +*0/，) ( +*,，* ( )*+，+ ( )*6/ 时，

系统存在周期响应，周期为 ),，系统运动为 )—.，

如图 .（1，2）! 保持参数 ( ( +*0/，) ( +*,，* ( )*+ 不

变，外激励 幅 值 增 大 为 + ( )*,/ 时，系 统 出 现 倍

周期响应，周期变为 0,，系统运动为 0—7，如图 .
（4，5）!

图 0 和图 . 给出了三种轨线的拟和，从相轨图

看，三系统的相轨线叠在一起，说明三个系统的响应

符合的较好 ! 数值结果显示正交多项式逼近也是研

究随机约束系统倍周期分岔的一种行之有效的方

法，基本可以反映出随机约束系统的倍周期分岔

过程 !

/ * 随机因素对非光滑系统倍周期分岔

的影响

在随机 "#$$%&’ 单边系统（7）中，当随机变量 /
在区间［ 8 )，)］随机取一系列值｛/0 ｝，每个 /0 值对

应一个确定的非光滑样本系统!（/0 ），若其存在

倍周期分岔，必定在某个临界点处发生确定性分岔 !

然而，随机系统的一系列样本系统｛! /0 ｝（ 0 ( )，

0，⋯）并非在相同的临界点处发生分岔 ! 必定存在

一个区间，在这个区间中，随机系统的样本系统有的

可能已经发生了倍周期分岔，有的还没有 ! 当分岔

7.6/ 物 理 学 报 // 卷



图 ! 倍周期时间历程图和相轨图（! " #$%&，" " #$’，# " ($#）（)）$ " ($*& 确定性系统时间历程图；（+）$ " ($’&

确定性系统时间历程图；（,）$ " ($*& 三个系统 (—! 响应；（-）$ " ($’& 三个系统 %—. 响应

参数经过这个过渡区间后，几乎所有的样本系统都

发生了分岔，此时认为随机系统的倍周期分岔完成 /
取参数 " " ($#，# " ($#，$ " #$&，当分岔参数

从 ! " #$0. 到 ! " #$01 变化时，确定性系统存在倒

倍周期分岔，如图 0 /

图 0 确定性系统的 2345,)67 映射图（$ " #$&，" " ($#，# " ($#）

当 ! " #$0.*& 时，确定性系统和等价系统时间

的相轨图差别较大，确定性系统还没有发生分岔，周

期为 %%，而等价系统已经接近分岔，周期非常接近

(%，如图 & /
从图 & 中我们发现，在相同的初值和参数条件

下，等价系统的分岔点确实与确定性系统的分岔点

不同，提前发生分岔 / 受随机因素的影响，存在一个

小区间，在这个区间中，随机非光滑系统和确定性系

统的相轨图有较大的差别 / 说明随机非光滑系统的

倍周期分岔和确定性系统的倍周期分岔存在本质的

区别，前者存在一个分岔区间，后者在某一临界点处

发生分岔 /

. $ 结 论

本文主要把正交多项式逼近的方法应用到随机

单边约束系统中，并初步分析了其传统的倍周期分

岔现象 / 文中首先借助 89:+;<9:= 正交多项式把随

机系统化为与之等价的确定性系统，通过对等价确

定性系统的响应取集合平均，得到平均约束面和平

均跃变方程，进而得到一个等价的确定性单边约束

系统 / 数值结果表明在某些参数点处，三个系统拟

和的较好，正交多项式逼近是研究随机约束系统倍

周期分岔的有效方法，基本可以反映出随机约束系

统的倍周期分岔过程 / 研究同时表明，在随机单边

约束系统中，同样存在着丰富的传统的倍周期分岔

现象，但是与确定性系统的倍周期分岔存在本质的

*!*&(( 期 冯进钤等：随机 >?@@45A 单边约束系统的倍周期分岔



区别 ! 由于约束条件的影响，使得随机约束系统的 倍周期分岔对分岔参数更加敏感 !

图 " 确定性系统和等价系统的时间历程图和相轨图（! # $%"，" # &%$，# # &%$，$ # $%’()"）（*）和（+）为确定性系

统，（,）和（-）为等价系统

［&］ ./0 1 2，34 3 5 6$$" %&#’$(&)* $*+ ,)*(’)- ). ,)--&/&)* !（78/9/0:：

;+/80+8 2<8==）（/0 >?/08=8）［金栋平、胡海岩 6$$" 碰撞振动与

控制（北京：科学出版社）］

［6］ @*0: . ;，A4 B 7，C/ D E 6$$6 ,0&* ! 102/ ! !! &$$’
［F］ G*H I 5，;?80 5 B，C/4 J . 6$$" ,0&* ! 102/ ! !" &F"K
［’］ L/8 B L，L4 B，C8/ 5 J，>*/ C 6$$" 34($ 102/ ! 5&* ! #" &&$"

（/0 >?/08=8）［谢文贤、徐 伟、雷佑明、蔡 力 6$$" 物理学报

#" &&$"］

［"］ L4 B，38 M，NH0: 3 B 6( $- 6$$F 34($ 102/ ! 5&* ! #$ &F("（/0

>?/08=8）［徐 伟、贺 群、戎海武等 6$$F 物理学报 #$ &F("］

［(］ -/ 78<0*<-H J，74-- > .，>?*OP08Q= E N 6$$& 102/ ! 768 ! 96(( !

%& 6""F
［)］ ;?*R ; B，3HO8= 2 . &KSF : ! 5);*+ ! %&# ! ’( &6K
［S］ 34 3 5 &KK( 34($ <640 ! 5&* ! $% ’SF（/0 >?/08=8）［胡海岩 &KK(

力学学报 $% ’SF］

［K］ TH<-O*<U E 7 &KK& : ! 5);*+ ! %&# ! !"# 6)K
［&$］ I?*0: ; .，C4 M ; 6$$$ 34($ <640 ! 5&* ! )$ "K（/0 >?/08=8）［张

思进、陆启韶 6$$$ 力学学报 )$ "K］

［&&］ ./0 C，C4 M ;，B*0: M 6$$’ ,0&*6/6 :);’*$- ). 3==-&6+ <640$*&4/

$! 6&（/0 >?/08=8）［金 俐、陆启韶、王 琪 6$$’ 应用力学学

报 $! 6&］

［&6］ ./0 C，C4 M ; 6$$" 34($ <640 ! 5&* ! )* ’$（/0 >?/08=8）［金

俐、陆启韶 6$$" 力学学报 )* ’$］

［&F］ A80: M 6$$F ,)>=;( ! <6(0)+/ 3==- ! <640 ! ?*@’@ ! !’$ 6FFK
［&’］ A80: M，2V8/VV8< A &KKS : ! 5);*+ ! %&# ! $!# ’FK
［&"］ A80: M，38 3 6$$F ?;’)=6$* :);’*$- ). <640$*&4/ 3W5)-&+/ ! $$

6()
［&(］ A*0: @，C80: L C，;H0: > M 6$$F : ! 5);*+ ! %&#’ ! $&& &KS
［&)］ A*0: @，C80: L C，J* L 2 6( $- ! 6$$’ 34($ <640 ! 5&* ! $( 6K6
［&S］ B4 > C，C8/ 5 J，A*0: @ 6$$( ,0$)/，5)-&()*/ $*+ !’$4($-/ $*

’"K
［&K］ J* ; .，L4 B，C/ B，./0 5 A 6$$" 34($ 102/ ! 5&* ! #" F"$S（/0

>?/08=8）［马少娟、徐 伟、李 伟、靳艳飞 6$$" 物理学报 #"

F"$S］

［6$］ ;40 L .，L4 B，J* ; . 6$$( 34($ 102/ ! 5&* ! ## (&$（ /0

>?/08=8）［孙晓娟、徐 伟、马少娟 6$$( 物理学报 ## (&$］

SF)" 物 理 学 报 "" 卷



!"#$%&!&%’()$*+ ($,’#-./$%* %, 0/%-1.0/$- 2’,,$*+ %*"!0$&"&
-%*0/#.$*/ 030/"4!

!"#$ %&#’(&)#*）+ ,- ."&*） .)#$ /-&0）

*）（!"#$%&’"(& )* +##,-". /$&0"’$&-12，3)%&04"2&"%( 5),6&"10(-1$, 7(-8"%2-&6，9-’$( 1*2210，:0-($）

0）（!"#$%&’"(& )* /$&0"’$&-12，;0$$(<- 3)%’$, 7(-8"%2-&6，9-’$( 1*2230，:0-($）

（/"4"&5"6 *0 !"78-)89 0223；8"5&:"6 ;)#-:48&<= 8"4"&5"6 > ?<8&@ 0223）

?7:=8)4=
AB" 4C#6&=&C#: CD 4C#:=8)&#= )8" =8")="6 79 ;")#: CD =B" ;")# 4C#:=8)&#= <@)#" )#6 =B" ;")# E-;< "F-)=&C#，&# GB&4B =B"

;"=BC6 CD =B" HB"79:B"5 <C@9#C;&)@ )<<8CI&;)=&C#，<8"5&C-:@9 -:"6 =C "I<@C8" <"8&C6’6C-7@&#$ 7&D-84)=&C# CD :=C4B):=&4 :;CC=B
:9:=";:，&: )<<@&"6 =C :=C4B):=&4 #C#’:;CC=B :9:=";:J K-;"8&4)@ :&;-@)=&C#: :BCG =B)= <"8&C6’6C-7@&#$ 7&D-84)=&C# "I&:=: &#
:=C4B):=&4 L-DD&#$ C#"’:&6"6 4C#:=8)&#= :9:="; E-:= ): &# :;CC=B :=C4B):=&4 L-DD&#$ :9:=";，)#6 D-8=B"8;C8"，=B" HB"79:B"5
<C@9#C;&)@ )<<8CI&;)=&C# &: )# "DD"4=&5" ;"=BC6 &# "I<@C8&#$ =B" 69#);&4)@ 7"B)5&C8 CD :=C4B):=&4 #C#’:;CC=B :9:=";J

"#$%&’()：#C#’:;CC=B 69#);&4 :9:=";，:=C4B):=&4 L-DD&#$ :9:=";，HB"79:B"5 <C@9#C;&)@，<"8&C6’6C-7@&#$ 7&D-84)=&C#
*+,,：2MN1

!O8CE"4= :-<<C8="6 79 =B" K)=&C#)@ K)=-8)@ P4&"#4" !C-#6)=&C# CD HB&#)（Q8)#= KC:J*2N102R*，*2>>02>2，*2M202N0）J

+ S’;)&@：D"#$E&#F&)#T;)&@ J #G<-J "6-J 4#J

R>1M** 期 冯进钤等：随机 L-DD&#$ 单边约束系统的倍周期分岔


