
第二类 !"#$%&’()&&)* 势场中相对论粒子的束缚态

张民仓! 王振邦
（陕西师范大学物理学与信息技术学院，西安 "#$$%&）

（&$$’ 年 % 月 #% 日收到；&$$’ 年 " 月 #% 日收到修改稿）

给出了具有第二类 ()*+,-./0--01 型标量势与矢量势的 2-034.561764 方程和 8319+ 方程的 * 波束缚态解，其解可用

超几何函数表示 :
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# B 引 言

在强耦合条件下，势场中的运动粒子的相对论

效应变得十分重要［#，&］:而在考虑到相对论效应时，

处于势场中的运动粒子需要用 2-034.561764 方程或

8319+ 方程 描 述，因 而 近 年 来，寻 找 在 典 型 势 场 中

2-034.561764 方程和 8319+ 方程的束缚态解引起了人

们的广泛兴趣，并且在标量势等于或大于矢量势的

条件下得到了不少有意义的结论［;—#%］: ()*+,-./0--01
势［#"］是一种重要的双原子分子势，第一类 ()*+,-.
/0--01 势即 ()*+,-./0--01 三角函数势及修正 ()*+,-.
/0--01势（其中参数取自然数时也称无反射势）的

C+,1)734>01 方程的束缚态解已经得到［#D，#E］: 在标量

势等于矢量势的条件下，第一类 ()*+,-./0--01 势、修

正 ()*+,-./0--01 势的 2-034.561764 方程和 8319+ 方程

的束缚态解也已获得［&$，&#］:第二类 ()*+,-./0--01 势即

()*+,-./0--01 双曲函数势为［&&］

!（ "）F!& "（" G #）

*34,&!"
G#（# H #）

+6*,&![ ]" : （#）

其中"，#分别是无量纲参数 : 文献［&&，&;］已给出

了第二类 ()*+,-./0--01 势的 C+,)734>01 方程的束缚态

和散射态解 :本文考虑粒子在第二类 ()*+,-./0--01 势

场中的相对论效应，并在标量势等于矢量势的条件

下，分 别 得 到 了 第 二 类 ()*+,-./0--01 势 的 2-034.
561764 方程和 8319+ 方程的 * 波束缚态解，给出了 *
波束缚态满足的能谱方程及相应的波函数 :

& B 第二类 ()*+,-./0--01 标量势与矢量

势的 2-034.561764 方程的 * 波束缚

态解

文献［;］指出，具有标量势 #（ "）和矢量势 !（ "）
的 * 波 2-034.561764 方程为（$F $ F #）

7&

7 "& H［% G !（ "）］& G［& H #（ "）］{ }& ’（ "）F $，

（&）

其中粒子的径向波函数 (（ "）与 ’（ "）的关系为

(（ "）F ’（ "）
" : （;）

对于第二类 ()*+,-./0--01 势，在标量势等于矢量势的

条件下，即在取

#（ "）F !（ "）F )
*34,&!"

G *
+6*,&!"

（I）

时，* 波的 2-034.561764

{
方程为
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)
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作变换
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则方程（!）变为

!（" # !）
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考虑到方程（")）有三个奇点（! ( )，"，+），可设方程

（")）的解为

"（!）( !#（" # !）$,% %（!）* （""）

把（""）式代入方程（")）可得

!（" # !）
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式中无量纲参数#应满足关系式

# ( "
’ & "

’ " & ’"（" & "! ）* （"-）

方程（"%）为超几何方程，其解可用超几何函数表

示为［%’］

%（!）. % &"（ ’，(，)，!）* （"’）

其中

’ ( "
%（# & %# &!）， （"!）

( ( "
%（# # & %# &!）， （"/）

) ( "
% & %#* （"0）

由于 *" 1 +时，!"+，为使得 !"+时，方程（"%）

的解满足束缚态的要求，利用超几何函数的变换

关系

% &"（$，%，&，+）

(（" # +）#$
% &" $，& #%，&，

+
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（"’）式可改写为

%（!）.（" # !）# ’
% &" ’，) # (，)，

!
! #( )" *

（"3）

（"3）式为
!

! # "的幂级数 *为满足 !"+时，波函数趋

于零（束缚态），（"3）式必须中断为一个多项式，即

要求

’ ( # ,，（, ( "，%，-，⋯） （%)）

或

) # ( ( # , * （, ( "，%，-，⋯） （%"）

虽然超几何函数对于交换参数 ’ 和 )4 ( 是不变的，但

对（"3）式只有第二个条件符合要求，即

) # ( ( "
%（" & # & %# #!）( # ,

（, ( "，%，-，⋯）* （%%）

由（0）式，（"-）式和（%%）式可得

%! # % -% # .%

$! % # " & ’"（" & "! ）
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（%-）式即为具有相等的第二类 56789:4;<::<= 标量势

与矢量势的 7 波 >:<?@4AB=$B@ 方程的束缚态满足的

能谱方程，相应的束缚态波函数为（未归一化）

",（!）( !#（" # !）
!
% # ’

% &" ’，) # (，)，
!
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即
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C % &"（ ’，) # (，)，8BD9%（$*））* （%!）

-E 第二类 56789:4;<::<= 标量势与矢量

势的 F?=G8 方程的 7 波束缚态解

文献［!］指出，具有标量势 /（ *）和矢量势 0（ *）
的 F?=G8 方程为（’( 1 ( "）

｛!·! &%［- & /（ *）］｝(
(［. # 0（ *）］(* （%/）

在相对论情况下，中心力场中粒子的守恒量完全集

可取为（"，#，$%，$+），（"，#，$%，$+）的共同本征函

数为［%!］
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把（!"）式或（!#）式代入（!$）式，可以分离出 %&’() 方

程的径向部分为

* !
* " + #

" ! ,［$ - % - &（ "）+ ’（ "）］(，（./）

*(
* " - #

" ( ,［$ + % - &（ "）- ’（ "）］!，（.0）

对于第二类 123)45678558’ 势，在标量势等于矢量势

时，即在满足（9）式的条件下，方程（./）和方程（.0）

变为

* !
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把（.!）式代入（..）式消去 (

[
可得
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对于 3 波，即当 # , 0 时，方程（.9

[
）变为

*!
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方程（.=）与方程（=）完全类似，于是立即可得

!" + !
$! + %!

+，0

!! ! + 0 - 9#（# - 0! ）

, 9+ - .< （.$）

（.$）式为具有相等的第二类 123)45678558’ 标量势与

矢量势的 %&’() 方程的 3 波束缚态满足的能谱方程，

与 %+，0 相应的束缚态 波 函 数 的 !+，0 分 量 为（未 归

一化）

!+，0（ "）,（+ 0）
"
! + , );34!$（!"）3&:4"+! ,（!"）
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由（.!）式可求出与 %+，0 相应的束缚态波函数的 (+，0

分量为（未归一化）
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"
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把 !+，0（ "）和 (+，0（ "）代入（!"）式，即可给出具有相等

的第二类 123)45678558’ 标量势和矢量势的 %&’() 方程

的 3 波旋量波函数 <

9 @ 结 论

综上所述，具有相等的第二类 123)45678558’ 标量

势与矢量势的 A58&:6B;’*;: 方程的 3 波束缚态解可

以严格地求出，即在与通常非相对论量子力学的双

原子分子问题中处理第二类 123)45678558’ 势相同的

近似条件下，3 波的 A58&:6B;’*;: 方程能够转化为超

几何方程，由超几何函数的变换关系可以得到其满

足边界条件的束缚态解 <并且 3 波的 %&’() 方程的 !
分量所满足的方程与 3 波的 A58&:6B;’*;: 方程完全

类似，其解可用相同的方法得到，从而可求出 3 波的

%&’() 方程的 ( 分量，由此获得 %&’() 方程的 3 波束

缚态旋量波函数 <
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