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根据单变量时间序列计算最大 )*+,-./0 指数的算法思想，本文提出了一种于多变量时间序列最大 )*+,-./0 指

数计算的方法 1针对原有算法需要使用重构相空间的特点，推广算法给出了多变量时间序列相空间重构参数的选

择方法，并采用多变量重构相空间进行最大 )*+,-./0 指数计算 1经耦合 2344567 系统产生多变量时间序列的仿真计

算，验证了该算法的有效性，推广算法的计算结果表明多变量时间序列的计算结果优于单变量的结果，且更加接近

理论计算结果 1
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# A 引 言

最大 )*+,-./0 指数定量地描述复杂系统相空

间相邻轨道呈指数发散或收敛的性质，是描述系统

混沌动力学特性的重要参数之一［#］1当系统的模型

已知时，可以利用相空间的切向量精确计算最大

)*+,-./0 指数 1当复杂系统只能获得观测时间序列

时，为了计算最大 )*+,-./0 指数，B/5C 提出了轨道

跟踪法，随后 2/46.4D6<. 等人［"］进行了改进，但仍然

存在精度不高、受噪声影响大、计算量大等问题 1为
此文献［E］在深入研究相空间重构技术和轨道跟踪

法的基础上提出了一种比较稳健的计算方法 1这些

方法都是对观测的单变量时间序列进行处理的，在

实际问题中，被观测的复杂系统往往是由多个变量

描述，通过试验或者观测都可以获取到多变量时间

序列，理论上多变量时间序列比单变量时间序列包

含了更多关于原动力系统的信息，采用多变量时间

序列计算得到的 )*+,-./0 指数应更加真实［8］1同时，

实际问题中观测到的时间序列可能不是很长，较短

的多 变 量 时 间 序 列 是 否 也 能 获 得 较 精 确 的 最 大

)*+,-./0 指数，这是一个很有实际意义的问题 1本文

将给出多变量时间序列最大 )*+,-./0 指数的计算

方法，通过耦合 2344567 混沌系统［’，&］产生的多变量

时间序列进行仿真计算，以比较单变量和多变量时

间序列计算最大 )*+,-./0 指数的精度，并分析数据

长度对计算精度的影响 1

" A 多变量时间序列的相空间重构

考虑有 ! 个变量的时间序列｛!" ｝#
" F # F｛$#，" ，

$"，" ，⋯，$!，"｝#
" F #，作以下时间延迟重构
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这里，" F ’$，’$ I #，⋯，#；’$ F ;+J
#! &!!
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其中!& 和 %& ，& F #，"，⋯，! 分别是延迟时间间隔

和嵌入维数 1
延迟时间间隔!& ，& F #，"，⋯，! 采用最小互信

息法对每一时间序列分别计算 1为了计算嵌入维数

%& ，& F #，"，⋯，!，定义

""（%#，⋯，%& ，⋯，%!）G
"(（%#，⋯，%& ，⋯，%!）
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记 !$（&%，⋯，&! ，⋯，&"）的最近邻点为 !"（$）（&%，

⋯，&! ，⋯，&"），即

!"（$）（&%，⋯，&! ，⋯，&"）’
!$（&%，⋯，&! ，⋯，&"）

! "#$
% ! ’)，⋯，(；%"$

!%（&%，⋯，&! ，⋯，&"）’
!$（&%，⋯，&! ，⋯，&"） ，

（*）

则 ’)!"（ $）! (，且"（ $）与 &%，⋯，&! ，⋯，&"

有关 +
定义

)（$；&%，⋯，&! ，⋯，&’）

!

%
"#

"

! ! %

!"（$）（&%，⋯，&!,%，⋯，&"）’
!$（&%，⋯，&!,%，⋯，&"）

!"（$）（&%，⋯，&! ，⋯，&"）’
!$（&%，⋯，&! ，⋯，&"）

，

（-）
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其中，& +（&）&表示 +（&）中元素的个数 +参照文献

［0，1］的改进，再定义

*%（&）! *（& , %）2*（&）， （1）

其中，& ! "，" , %，⋯ +通过观测 *%（&）随嵌入维

数的变化情况寻找相对平稳的区间，避免采用固定

阈值作为收敛条件，计算 *%（&）直到平稳，如果 &
3 &) 时，*%（&）平稳，则 &) , % 为整个被观测系统

的最小相空间嵌入维数 + 进一步计算 &%) ，⋯，&!) ，

⋯，&") ，使

*（&%) ，⋯，&!) ，⋯，&")）

! "45
*（&%，⋯，&!，⋯，&"）$+（&) ,%）

（*（&%，⋯，&! ，⋯，&"）），

（6）

则 &%) ，⋯，&!) ，⋯，&") 为 " 维多变量时间序列重构

时各独立系统的子相空间维数 + 利用这个结果可以

给出多变量数据的重构相空间［-，6—%%］，下面的计算

机仿真结果表明通过该方法重构的相空间更加贴近

实际被观测系统，由此计算出的非线性不变量更加

接近理论数值 +

* 7 多变量时间序列最大 89#:;5<= 指数

计算方法

在多变量时间序列重构的相空间中，对每个点

!% 寻找其最近邻点!,% ，这两个点之间必须有短暂的

分离，以保证两个点沿着不同的轨道运行 +定义分离

间隔# ! "#$（!! ）2!-，! ! %，(，⋯，" + 假定 .%（)）为

!% 到其最近邻点!,% 的距离，采用（(）式计算，即

.%（)）! %!% ’ !,%%，& % ’ ,% & 3 #，（%)）

对相空间中的每个点 !% ，计算出其最近邻点在第 !
步前向演化后的距离

.%（ !）! %!%,% ’ !,% , !%， （%%）

其中 ! ! ’)，’) , %，⋯，( + 假定 !% 的最近邻点以最

大 89#:;5<= 指数的速率发散，即 .%（ !）! .%（)）>
?$（4·!-），两边取对数，得 @5.%（ !）! @5.%（)）,$（ !·

!-），针对 A @5.%（ !）3 相对 !·!- 的曲线，利用最小

二乘法拟合得到最大 89#:;5<= 指数$% 为

$% ! %

# !(
［ ! > /（ !）］， （%(）

其中 /（ !）! %
0!-#

0

% ! %
@5.%（ !），0 为非零的 .%（ !）个数 +

该算法充分利用了能够利用的数据，并对他们

进行了某种意义上的平均，文献［*］对单变量的情况

分析表明此类算法比较稳定 + 对于耦合混沌系统的

关键 不 变 量 计 算，文 献［%(，%*］也 给 出 了 详 细 的

说明 +

- 7 仿真分析

为了说明上述方法的有效性，下面通过两个混

沌系统进行仿真分析 +
系统 !
BCDD@?E 混沌系统的结构非常简单，但具有混沌
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的基本结构特征，是一个较理想的理论检验模型广

泛使用 !这里选择以下两类不同的 "#$$%&’ 耦合混沌

系统［(，)*］!
!·)!+ , -!)!+ ")!+ - #)!+ ."（!+!) - !)!+），

"·)!+ , !)!+ !)!+ . / !)(")!+，

#·)!+ , / !+ . #)!+（!)!+ - )/）， （)0）

其中!) , /122，!+ , /12( !系统（)0）是两个不完全

相同的 "#$$%&’ 系统的耦合，系统初始环境为 !) ,
/1)，") , /1+，#) , /10，!+ , "+ , /，#+ , )(，这里取"
分别为 /1/( 和 /1(/，经数值积分可以得到来自系统

（)0）的 3 维离散时间序列 ! 随着系统耦合参数"的

增加，系统（)0）将出现间歇延迟同步和完全同步 !
系统 !
!·) , -!") - #) ."（!+ - !)），

"·) , !!) . / !)(")，

#·) , / !+ . #)（!) - )/），

!·+ , $+ . / !+(!+ . #+ .#"（!) - !+），

"·+ , 0 . "+ $+，

#·+ , - / !("+ . / !/( #+，

$·+ , - !+ - "+， （)*

















）

其中! , /12+( !初始环境为 !) , /1)，") , /1+，#) ,
/10，!+ , "+ , /，#+ , )(，$+ , - +/，这里取"分别为

/1//4 和 /1/)+ !经数值积分可以得到来自系统（)*）

的 5 维离散时间序列 !对于不同的"取值，系统将出

现非同步和同步演化 !
对上述两个系统分别计算经离散后的观测值

)(/// 个，取后 +/// 个数据作为试验对象 !针对系统

（)0）和系统（)*）产生的试验数据，首先利用（4）式寻

找全局相空间重构维数，再通过（2）式搜索各个参与

重构变量的局部相空间重构维数 ! 基于多变量重构

的相空间，绘制〈%6%&（ ’）〉相对 ’·!( 的曲线并通过

（)+）式拟合获得最大 789:;6<= 指数$) !计算结果参

见表 )—* 的第 0 列$>?@，其中 ) 表示重构相空间维

数，( 表示时间延迟 !
系统（)0）在", /1/( 和 /1(/ 时，最大 789:;6<=

指数的理论值为 /1/534/* 和 /1/2()05 ! 系统（)*）在

", /1//4 和 /1/)+ 时，最大 789:;6<= 指数的理论值

为 /1)/*((4 和 /1)+4220 ! 表 )—* 的第 0 列$>?@ 表示

改进算法的计算结果，第 * 列%>?@为计算结果与理论

计算值的误差百分比 !表 )—* 的$>?@ 和%>?@ 表明：对

于较短的时间序列，采用多变量相空间重构计算最

大 789:;6<= 指数明显优于单变量时间序列相空间

重构时的计算结果 !相对与理论计算值的偏差，在采

用 * 变量时偏差可以下降到 - 5A 以内 !该仿真计算

表明对较短的时间序列在多变量情况下计算最大

789:;6<= 指数是可行的 !

表 ) 系统 ) 在", /1/( 时的最大 789:;6<= 指数

变量个数 重构参数（)B&） $>?@ %>?@ BA $=9’ %=9’ BA

) 3B)5 /1/3))50 - +/10( /1/3))5 - +/10(

+ *B)5，0B)* /1/3344+ - )+12+ /1/4/(3 *142

0 )B)5，*B)*，+B)) /1/5/*22 - 41+) /1/4*(2 )/1)(

* )B)5，*B)*，+B))，)B)3 /1/5)(03 - 3143 /1/4+)3 3125

表 + 系统 ) 在", /1 (/ 时的最大 789:;6<= 指数

变量个数 重构参数（)B&） $>?@ %>?@ BA $=9’ %=9’ BA

) 5B)* /1/50(*5 - ++132 /1/50(( - ++132

+ 3B)*，)B)* /1/40+)) - )+1(* /1/4+35 - )01))

0 3B)*，)B)*，)B)* /1/4(4/+ - 214) /1/4(*( - )/1)4

* )B)*，*B)*，)B)*，)B)* /1/2/4*0 - *1() /1/404* - ))144

表 0 系统 + 在", /1 //4 时的最大 789:;6<= 指数

变量个数 重构参数（)B&） $>?@ %>?@ BA $=9’ %=9’ BA

) 5B)( /1/*++*( - (213/ /1/*++( - (213/

+ (B)(，0B)+ /1/*3)5* - ((14* /1/4/+3 - +01+0

0 +B)(，)B)+，0B)( /1/4*034 - )210) /1)/4** 015)

* 0B)(，(B)+，)B)(，)B)( /1)/0(*2 - /125 /1/2200 - (1//

表 * 系统 + 在", /1/)+ 时的最大 789:;6<= 指数

变量个数 重构参数（)B&） $>?@ %>?@ BA $=9’ %=9’ BA

) 4B)( /1/400+( - 0(1*/ /1/55+ - */1)3

+ +B)(，3B)* /1/242)2 - +010) /1/4443 - 0)1))

0 0B)(，+B)*，)B)4 /1)/345) - )51)( /1)/2(3 - )(1/3

* 0B)(，+B)*，(B)4，)B)0 /1)+))*2 - 31/4 /1)+*() - 01*4

说明：重构参数（)B&）中，分子部分表示嵌入维数，分母部分表示重

构时延，各个重构变量的参数之间采用逗号分隔 !

为了进一步验证并说明采用多变量数据计算最

大 789:;6<= 指数以及采用（4），（2）式寻找全局和局

部相空间重构维数的必要性，再给出针对系统 ) 和

+ 的仿真计算对比：首先采用（4），（2）式对指定系统

（)0）和（)*）搜索最佳全局和局部的嵌入维数，在重

构优化相空间后计算最大 789:;6<=，计算过程中使

用每个变量的数据长度为 +///B *，* 为变量个数 !即
随着变量数量的增加使用的数据量减少；采用变数

据长度得到的最大 789:;6<= 指数计算结果参见表

)—* 的$=9’，表中的%=9’表示数据量改变时计算结果
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与理论值偏差的百分比 !
表 "—# 中的!$%& 和"$%& 的计算结果再次表明：

采用多变量计算时，随着变量数量的增加，对于单个

变量数据量的需求可以明显减少，而计算结果基本

与大数据量情况下的计算结果相近 !例如，本文中采

用 # 维 ’(( 个数据点的计算结果与采用 # 维 )((( 个

数据点的结果十分接近，并且结果始终优于采用 "
维 )((( 个数据点的计算结果；对于其他维数多变量

环境下的计算结果也十分类似 !因此在总的数据需

求量不变的情况下，如果采用多变量时间序列来进

行最大 *+%,-./$ 指数计算，则单个时间序列的数量

需求 量 可 以 与 参 与 计 算 时 间 序 列 的 维 数 呈 反 比

减少 !
通过两种不同情况的仿真试验说明了采用多变

量计算最大 *+%,-./$ 指数的意义 !

’ 0 结 论

本文将单变量时间序列计算最大 *+%,-./$ 指

数方法推广到多变量时间序列，并给出多变量时间

序列相空间重构的参数选取方法，并经耦合 123345&
系统产生的 6 维和 7 维多变量数据仿真计算，表明

该推广算法的有效性 !仿真结果表明：采用多变量数

据的计算结果优于单变量的计算结果，采用多变量

数据进行计算是必要的；采用多变量重构的相空间

质量对计算结果有明显的影响，采用本算法重构的

相空间可以给出较优的计算结果；采用多变量计算

时，每个时间序列的数据使用量可以与参与计算时

间序列的维数呈反比减少，而计算结果基本保持

不变 !
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