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)*+,-码在信道编码中通过迭代译码的方式可以较好的逼近香农限 .本文以其译码算法中的迭代次数作为时
间轴，译码输出作为状态变量，信噪比 /01及信息比特数 !作为系统参数建立动力学模型，研究 )*+,-译码输出与
迭代次数之间的关系 .通过大量计算机仿真和理论分析发现随着信噪比 /01由小到大，译码算法先后经历了不确
定不动点、奇异区和清晰不动点三个阶段，其中在由不确定不动点过渡到奇异区时发生了分岔现象 .通过改变信息
比特数 !的方法得到了离散时间动力学中的切分岔、倍周期分岔和 02345+67/5862+分岔 .在奇异区内观察到倍周
期、准周期、周期三、混沌等不同的相空间轨迹 .奇异区的出现给 )*+,-码在低信噪比下的应用带来了一定困难，本
文通过延迟反馈控制的方法将相空间轨道稳定到不动点上，仿真结果表明，本算法可以使 )*+,-码在低信噪比奇异
区内获得 #9"—#9: ;<的增益 .
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" 9 引 言

)*+,-码优异的性能来源于其迭代译码算法 .当
<2++-*［"］第一次提出 )*+,-码时，并没有对其迭代过
程作详细研究 .人们普遍认为迭代次数越多，)*+,-
码的性能越佳 .出于对算法复杂度和编码性能的综
合考虑，实际研究中常常采用一些比较简单的迭代

停止准则，比如，软信息概率交叉熵最小化准则，硬

判决符号变化准则，外信息方差准则等等 .但对整个
迭代过程的详细研究始终没有进行 .

138B5+;A-C［&］首先将 )*+,- 译码过程视为一个动力
学系统进行研究，并发现了不动点的存在 .HG+5I5@［:］进
一步分析了这些不动点的唯一性和稳定性，并首次

使用信噪比 /01作为系统参数来研究这个动力学
系统 . J-85+2K［%］在此基础上将整个 /01区域分为三
部分，并发现了分岔现象 .
本文将 /01和信息比特数 ! 同时作为系统参

数进行研究，通过改变 ! 的大小可以得到不同的分
岔 . 通过雅可比矩阵特征值的情况我们能够判定出
现分岔的具体类型 .如果倍周期分岔出现，那么相应

的奇异区内为周期二轨道 .如果切分岔出现，那么
)*+,-译码算法不经历中间奇异区直接收敛到清晰
不动点 .最为复杂的是 02345+67/5862+分岔，奇异区
内首先出现的是准周期轨道，其李雅普诺夫指数为

零；紧接着周期三的出现预示着混沌轨道的存在；选

取合适的 /01，最终得到了李雅普诺夫指数大于零
的混沌轨道 .

)*+,-译码算法的最终目的是能够快速的收敛
到一个不动点上 .奇异区的存在严重降低了算法的
效率 .动力学中有很多稳定不动点的控制方法 .本文
根据 )*+,- 译码算法缺乏明确的解析表达式的特
点，使用延迟反馈的控制方法来稳定不动点 .实验结
果表明，使用该控制方法后，虽然在不动点区域内，

)*+,-码性能没有任何提高；但在奇异区内，使用控
制方法的译码算法可以获得 #9"—#9: ;< 的增益，
所付出的代价是算法复杂度有所上升 .

& 9 )*+,-译码算法的动力学模型

)*+,-码获得优异性能的根本原因之一是采用
了迭代译码，通过两个分量译码器之间软信息的交
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换来提高译码性能 !其中一个分量译码器输出的软
信息可以分解为系统信息、先验信息和外信息三部

分 !由此得到的外信息是在译码过程中得到的附加
信息，可以在交织后送到另一个分量译码器作为先

验信息输入 !如果用 ! 表示外信息矢量，! 表示迭
代次数，!""，!"#，!"$ 分别表示译码器接收到的信息

序列及两个校验序列，那么上述过程可以用（#）式来
表示，即

"#（ ! % #）& ##［"$（ !），!""，!"#］，

"$（ !）& #$［"#（ !），!""，!"$］! （#）
动力学是研究系统中状态变量随时间变化规律

的学科 !一个动力学系统应该包括状态变量、一定的
演化规律以及系统初值三个要素 !根据（#）式的形
式，如果我们把外信息 ! 看成是状态变量，迭代次
数 ! 看成离散的时间轴，译码算法作为其演化规律，
就可以建立起一个离散时间的动力学系统，如表 #
所示 !

表 # ’()*+译码算法的动力学模型

’()*+译码动力模型

时间轴 迭代次数 !

状态变量 外信息 !

演化规律 译码算法

初始值 各个信息位 "，#等概

系统参数 $个信息比特及 ,$个噪声值

,- ’()*+ 译码算法动力学系统的分析
方法

由于外信息 !，系统参数!""，!"#，!"$ 都是 $ 维
向量，因此我们所建立的动力学模型是一个具有 $
维状态变量、,$ 个系统参数的高维离散系统 !再考
虑到 ’()*+译码算法无法写成一个明晰的解析式，
因此只能通过大量的计算机仿真来进行研究 !为了
在二维纸面表现出整个迭代过程，可以取译码正确

率作为状态变量，这样该 $ 维系统就简化为一个一
维系统 !当传送的信息序列固定时，系统的参数就仅
仅为 ,$ 个噪声值 !显然单独的分析每一个噪声值
没有实际意义，这里我们仅把整体的信噪比 ./0以
及传送的比特位数 $ 当作系统参数 !通过以上简
化，就可以做仿真实验了 !
选取合适的 $，将 ./0从 1 2开始逐渐增大，

就可以得到文献［3］中提到的三个区域，即不确定不

动点、奇异区和清晰不动点 !其中不确定不动点对应
的译码正确率较低，清晰不动点对应的译码正确率

接近 # !本文主要讨论中间的奇异区 !
通过大量仿真，可以观察出系统在由不确定不

动点过渡到清晰不动点的时候发生了分岔 !离散动
力学系统中定义的三种分岔都可以通过改变参数

$ 来得到 !

3 - 三种分岔现象的具体分析

首先我们分析不确定不动点的稳定性 !不动点
的定义式为：%& & #（ %&），考虑定点 %& 与其邻近另一
点 %’ 的距离在迭代过程中的变化 ! 令 !’ &

" %’ 1 %&"，经一次迭代后，此距离变为

!’%# &" %’%# 1 %&" & "(（ %&）（ %’ 1 %&）"
&"(（ %&）·!’"，

定点的稳定要求!’ % # 4!’ !可见，稳定性与雅克比
矩阵的特征值有关 !上述稳定条件相当于雅克比矩
阵的最大特征值 "567 4 # !在复平面上，根据最大
特征值离开单位圆时的方向，可以将稳定点失稳发

生的分岔分为倍周期分岔、切分岔和 /8956):;.6<:8)
分岔三种类型［=］!

!"#" 倍周期分岔

为了简单起见，我们在发送端发送一个长度为

$的全零序列，编码器中系统卷积码的生成多项式
为｛)3 % ), % )$ % )# % #，)3 % #｝，在加性高斯白
噪声（>?@/）信道中进行传输，信噪比的取值范围
为 1 $—"AB，译码时迭代 ="—C""次，用 D>’E>B 仿
真整个过程，通过改变 $ 的大小来得到不同性质的
分岔 !我们发现信息比特数 $为 #""时，’()*+ 译码算
法发生了倍周期分岔 !在这种情况下，随着 ./0的增
大，不确定不动点的稳定性逐渐减弱，到达不动点所

需的迭代次数越来越多 !如图 #所示，其雅可比矩阵
的特征值中有一个点沿实轴朝 1 #方向不断逼近 !
在 ./0为 1 #-F"AB附近，该特征值终于从 1 #

处离开了单位圆，算法发生了倍周期分岔，相空间的

轨迹由不动点变为了周期二 !在此后的区域内，周期
二轨道相当稳定，一直到 ./0增加到 1 #-33AB附近
后，周期二轨道才失去了稳定性，算法收敛到新的清

晰的不动点上 ! ’()*+译码算法由不确定不动点经过
倍周期分岔变为周期二，最后收敛到清晰不动点的

过程可以由图 $所示的相空间分岔图直观的看出 !
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图 ! 倍周期分岔临界点特征值分布图（特征值为无量纲，下同）

图 " ! # !$$时的分岔图

!"#" 切分岔

当 ! 变为 %$后，&’()*译码算法由不确定不动
点进入奇异区时发生了切分岔，如图 +所示，其雅克
比矩阵的特征值沿实轴从 , ! 处离开单位圆 -由于
切分岔并不在不动点邻域内产生不变集，相空间轨

迹很快离开原来的不动点，重新收敛到一个新的不

动点，即清晰不动点 -中间不存在奇异区 -

图 + 切周期分岔临界点特征值分布图

!"$" %&’()*+,-).+&*分岔

我们再次改变 ! 到 !..，同样将 /01从 2 3逐
渐增大，由于其雅克比矩阵有一对共轭特征值从单

位圆离开，如图 .所示 -故此时 &’()*译码算法发生
了 04567(89/7:84(分岔 -这种分岔类型比较复杂，原
来的不动点演化为围绕不动点的一个不变集 -此时
系统有可能出现准周期，极限环等不同的轨迹 -图 %
所示是一副典型的准周期图，其轨道的李雅普诺夫

指数为 $，表现出规则的图案 -

图 . 04567(89/7:84(分岔临界点特征值分布图

图 % 典型的准周期轨道

为了更仔细的研究中间的奇异区，图 ;绘制出
了相空间分岔图，在 /01为 2 !附近可以清晰的看
到周期三的存在，如图 <所示 -根据“周期三意味着
混沌”［;］，紧接着在其后的区域内发现了混沌轨道，

如图 =所示 -通过相空间重构的方法，可以计算出该
混沌轨道的李雅普诺夫指数为 $><.;$ -说明该轨道
明显具有混沌吸引子的初值敏感性 -

."; 物 理 学 报 %%卷



图 ! ! " #$$时算法的分岔图

图 % 典型的周期三轨道

图 & 典型的混沌轨道

’( 对 )*+,-码奇异区的控制

在以上的仿真中，为了定性的描述出奇异区的

性质，这里选取了较低的 !，奇异区集中在 . #—
/01范围内 2在 )*+,-码实际应用当中，随着 ! 的增
加，此奇异区的范围一般集中在 /—#01内 2人们总
是希望迭代算法能够快速的进入到不动点状态 2从

而能够减少所需的迭代次数，降低算法复杂度 2奇异
区的出现说明不动点在 )*+,-译码算法中不总是稳
定的，外信息有可能出现周期、准周期甚至混沌等一

系列动力学现象 2本文采用非线性动力学中常用的
延迟反馈控制法对 )*+,-译码算法中的不动点进行
稳定化控制，以此来降低 )*+,-译码的复杂度，提高
)*+,-码的整体性能 2
延迟反馈控制法（345）［%—6］的主要思路是，利用

系统输出信号的一部分经过时间延迟再反馈到系统

中去 2设 "（ #）是某一可测量的输出量，$（ #）是输入
控制量，则反馈的控制形式为

$（ #）" %［"（ # .!）. "（ #）］， （7）
其中!是时间延迟量，% 是反馈增益强度 2如果选择
合适，可以使系统稳定在某一不稳定的轨道上面，从

而达到目的 2在 )*+,-译码算法中，将前几次迭代的
结果作为反馈输入，对于第一个解码器来说，其输入

的先验概率除了第二个解码器的外信息外，还包括

了第一个解码器前几次的外信息的反馈，即

&8+9-+9:;（ ’）" &<=>:+9?@9A（ ’ . #）

B %·［&=>:+9?@9A（ ’ . 7）

. &=>:+9?@9A（ ’ . #）］2 （C）
使用延迟反馈控制后，如图 6所示，取反馈强度

% " /(#，原来处于奇异区内的混沌相空间轨道被稳
定到清晰不动点上，由此可以改善 )*+,-码的性能 2
加入控制后 )*+,-码的性能曲线如图 #/所示，与未
加控制的 )*+,-码相比，对于不确定不动点来说，加
入反馈控制并没有任何增益 2但当 )*+,- 译码算法
处于奇异区内时，通过选取合适的增益 %，)*+,-码
可以得到大约 /(#—/(C01的改善 2从而表明该控制
方法可以较好的减轻奇异区对 )*+,- 译码的负面
影响 2

图 6 延迟反馈控制使奇异区稳定到不动点
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图 !" 加入控制前后 #$%&’码的性能

() 结 论

本文以信噪比 *+,和信息比特数 ! 为参数对
#$%&’码的译码算法建立动力学模型 -通过改变 !
得到了其由不确定不动点过渡到奇异区的三种分岔

过程 -在奇异区内第一次发现了周期三、混沌等相空
间轨道 -根据以上分析本文提出了延迟反馈控制的
方法，实验表明，该方法在稍增加算法复杂度的基础

上可以有效的改善 #$%&’ 码在奇异区的性能，改进
了其在低信噪比环境中的应用 -
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