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采用量子化学自洽场方法及原子团簇理论对固氦晶格原子势能进行多体展开，定量确定了最近邻原子间距 !
在 ’+$%—’+!)*,-之间，短程的两体到五体相互作用对晶体结合能及压缩特性的贡献，并对不同间距下多体展开式
的截断位置进行了讨论 . 结果表明：当最近邻原子间距 ! 在 ’+$%—’+!)* ,-之间取值，在具有 /01相结构的晶格
中，氦原子势能的多体展开式是一收敛的交错型级数，该级数中两体项、四体项为正值，而三体项、五体项为负值 .
当 !在 ’+$%—’+$" ,-之间取值时，仅保留级数中两体和三体项就能很好地描述晶格原子势能；当 ! 在 ’+$"—
’+$’ ,-之间取值，多体展式需要展开到四体相互作用项；当 ! 在 ’+$’—’+!)* ,-之间取值必须再加入五体项贡
献 . 考虑到五体相互作用后，理论计算已能圆满地解释目前固氦等温压缩数据，其最大压力达 %’234.
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! + 引 言

氦是自然界中原子结构最简单的元素之一，利

用量子力学理论可以对单个氦原子的结构和光谱特

性给出非常精确的描述，对两个氦原子之间的相互

作用势函数也能给出相当准确的预言；因此，它自然

地成为研究高压下凝聚态物质性质的典型体系之

一 . 实验上人们利用金刚石对顶砧技术已将固氦压
缩至 *5234，压缩率（"’ F"）接近 %，与之相应的原子
间距已到 ’+!5,-的水平［!］. 现有的高压实验数据
是进一步揭示高压凝聚态条件下氦原子间相互作用

规律的主要依据［$］. 在高压条件下，由于原子间距
的缩小，每一中心原子将与其近邻原子的电子云将

发生重叠变化，不仅两个原子间，而且三个、四个

⋯⋯原子间将同时存在相互作用［"，(］. 此时，人们不
能再简单地用两体相互作用来近似处理凝聚态微观

粒子间复杂相互作用，而通常借助于多体展开方法

使问题简化 . G/4,?［*］等人曾在两体相互作用（HI<I

势［%］，7H39势［)］）的基础上，利用 JC" 的三体相互作
用 KLE0/;M02CC（KM）［5］，G@/C,;MELLC=（GM）［&］解析公
式，考虑了三体势对凝聚态氦压缩特性的贡献，发现

在高压区三体势赋予体系过强的软化效应，必须考

虑三体以上的多体势的贡献 . 我们的先前研究结
果［!’］表明加入考虑四体势的贡献，理论模型已经能

很好地描述固氦 !—$’234范围实验压缩数据，但在
更高的压力区间四体势赋予体系过强的排斥效应，

此时高阶的多体相互作用应考虑进来 . 因此当前尚
待解决的一个问题是研究五体分量对固氦压缩性的

影响 . 此外，不同密度下多体展式的收敛性、截断位
置如何，人们仍缺乏了解 .
本文采用量子化学自洽场方法与原子团簇理

论［!!］，对最近邻原子间距为 ’+$%—’+!)* ,-的高压
/01氦原子的短程作用势进行多体展开，定量给出
并比较了两体到五体相互作用对固氦原子势能及压

缩特性的影响大小，并对多体展开式的合理截断位

置进行了讨论 . 本工作采用 ?4-CNN程序完成所有的
自洽场（7GO）计算，所选用基函数为 %—"!!2.
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!" 多体展开方法

!"#" 多体势的定义

!个相互作用氦原子构成一团簇 #$!，体系的

作用能等于这 ! 个原子从无穷远处移到当前位置
处体系总能量的变化

" % #!（ $&，$!，⋯，$!）’ !#(， （&）
其中 #!（ $&，$!，⋯，$!）为 ! 个原子处于 $&，$!，⋯，$!
位置时体系的基态总能量，#( 代表孤立原子的基态

能量 ) #!（ $&，$!，⋯，$!）可以通过求解体系的薛定
谔方程得到 ) 将团簇 #$! 当作 ! 个原子核和 !! 个
电子组成的闭壳层分子处理，其体系的 #*+,-./0算
符写作
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其中，+’，)’ 分别为氦原子核 ’ 的质量和核电荷数，

$’(，$&*分别为两个核和两个电子间的距离，$’*是原子
核 ’ 到电子 * 的距离 ) 该体系的基态能量 #!（ $&，$!，
⋯，$!）通过解薛定谔方程求得 ) 在单电子轨道近似
下，薛定谔方程简化为 #*3.3$$45/6748//.9**0（#58）
方程 ) 后者使用 :*+$;;程序中 8#5方法求解 ) 具体
计算时，选用 <4=&&>基函数 ) 自洽场迭代计算所需
的初始轨道由 #?67$- 方法选定［&!］) 对于大量团簇
分子的基态能量计算，本文采用了批处理技术完成 )
人们发现由处在位置坐标 $& 和 $! 两个氦原子

&，!组成体系的作用能，用一个两体势就能描述
,!（&，!）% #!（ $&，$!）’ !#(， （=）

其中 ,&（&，!）代表原子 &，原子 ! 间的两体相互作
用 ) 当另个原子 = 移近这两个相互作用的原子时，
两个原子的电子云将发生转移变化，从而引起三体

效应 ) 此时 &，!，=三个氦原子组成体系（#$= 团簇）
的作用势能不再等于两两氦原子间的对势相加，而

是有一个剩余项，即三体相互作用 ,=（&，!，=）

,=（&，!，=）%（#=（ $&，$!，$=）’ =#(）’ !
=

& 2 * % &
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同理，对于位于 $&，$!，$= 和 $@ 的四个氦原子组成体
系（#$@ 团簇）的作用能，除去所有的两体相互作用
（-!

@ 个），三体相互作用（-=
@ 个）之和的剩余部分被

称为 &，!，=，@四个原子间的四体相互作用
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位于 $&，$!，$=，$@ 和 $A 的五个氦原子组成体系（#$A
团簇）的五体势，定义为体系作用能中除去所有的两

体相互作用（-!
A 个），三体相互作用（-=

A 个），四体相

互作用（-@
A 个）之和的剩余部分
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我们采用上述多体势定义方法的目的，是为了能够

用有限大系统的计算结果，去逼近无限大系统的多

体效应 )

!"!" 晶格原子势能的多体展开方法

固氦晶体中，任一原子 0 对体系短程结合能的
贡献主要来自源于它与周围近邻壳层原子的相互作

用 ) 以原子 0 及其近邻的（ ! ’ &）原子构成的原子
团簇 #$! 作为研究对象 ) 原子 0 与（ ! ’ &）个近邻
原子的相互作用 "!（0），就等于该原子 0 从无穷远
处移到当前位置 $( 处该团簇分子 #$! 基态能量的

变化

"!（0）% #!（ $(，$&，$!，⋯，$!’&）

’（#!’&（ $&，$!，⋯，$!’&）1 #(），（B）
其中 $( 为一原子 0 在晶格中的实际位置坐标，$&，
$!，⋯，$! ’ &为它相应（! ’ &）个近邻原子在晶体中的
位置坐标 ) #!（ $(，$&，$!，⋯，$! ’ &）为原子 0 和它的
（! ’ &）个近邻原子构成体系的基态能量，#! ’ &（ $&，
$!，⋯，$! ’ &）为挖去中心原子 0 后它的（ ! ’ &）个近
邻原子构成体系 #$! ’ &的基态能量，#( 代表孤立氦

原子的基态能量 ) #!（ $(，$&，$!，⋯，$! ’ &）和

#! ’ &（ $&，$!，⋯，$! ’ &）均可用量子化学方法计算出

来 ) 理想情况下，只有近邻原子数（ ! ’ &）"C计算
得到的原子 0 与近邻原子的相互作用 "!（0）才是
原子 0 在晶体中的势能 ) 但由于多体屏蔽效应，较
远壳层中的原子对原子势能贡献可忽略不计 ) 本工
作中（! ’ &）的取值问题，我们将在计算结果中进行
具体讨论 )
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对于一个高压凝聚态体系，其中的每一个原子

与其周围的近邻原子都可能存在电子云的重叠以及

由此导致的多体相互作用，这些相互作用原子构成

一团簇 ! 因此原子 ! 与其近邻原子间的相互作用
"#（!），可展开为原子 ! 与近邻原子的两体相互作
用、三体、四体、五体⋯相互作用之和，即

"#（!）"!
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$ " $
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$ ’ & " $
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& !
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$ ’ & ’ ’ " $
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& )*（!）& ⋯， （+）

图 $ ,-.晶格原子势能及其各多体展开分量的收敛变化趋势（（/）* " 01%023 只需考虑到四体势贡献，（4）* " 01$5*23五体势贡

献较为重要）

其中 $，&，’，( 指近邻原子，小写字母 %%（!，$），

%(（!，$，&），%)（!，$，&，’），%*（!，$，&，’，(）分别指
中心原子 ! 与邻近原子的两体、三体、四体、五体相
互作用，它们可由定义式（(）—（6）计算得到 ! 大写
字母 )%（!），)(（!），))（!），)*（!）代表各项对所
考虑近邻原子的求和 !
上面讨论了晶格原子势能 "#（!）多体展开计

算，而当我们涉及到原子 ! 对晶体结合能的贡献
时，要把该晶格原子势能 "#（!）作合理分配 ! 如晶

格原子势能 "#（!）中两体势部分 )%（!），属于该原
子及其任意一个近邻原子所有 ! 在计算晶体的结合
能时为了避免重复累加每一两体相互作用，应在两

体项上除以 % ! 同理原子势能 "#（!）中三体势部分

)(（!），属于该原子及其任意两个近邻原子所有，在
计算体系的结合能时为了避免重复累加应在三体项

上除以 (，以此类推 ! 因此只考虑两体势，则任一原
子 ! 对宏观体系结合能的贡献 +（!）为

+（!）" $
% )%（!）! （7）

若考虑到三体势，则晶格中任一原子 ! 对晶体结合
能的贡献 +（!）为

+（!）" $
% )%（!）& $

( )(（!）! （$0）

同理，考虑到四体势，+（!）的表达式为

+（!）" $
% )%（!）& $

( )(（!）& $
) ))（!）!

（$$）
考虑到五体势，+（!）的表达式为

+（!）" $
% )%（!）& $

( )(（!）

& $
) ))（!）& $

* )*（!）! （$%）

(1 计算结果

!"#" 近邻原子数的选取

实验表明在高压下固氦处于 ,-.或 8--晶体结
构，我们的计算表明两种晶型的结果几乎一致，现以

,-.为例，给出有关结论 ! 选定 ,-.晶体中的任一原
子 ! 为研究对象后，将其近邻壳层的原子依此纳入
（最近邻壳层原子数为 $%，次近邻壳层原子数 6，依
次近邻壳层原子数分别为 %，$+，$%，⋯），计算原子 9
与它们的相互作用势能 "#（!）! 图 $给出了不同的
两个原子间距下（* " 01%23，01$5*23）时由方程（+）
计算所得到 "#（!），以及由（7）式计算得到它的各
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个分量随近邻原子数增加而变化的趋势 ! 随着所考
虑近邻原子数的增多，原子 ! 与它们的相互作用
"#（!）趋于一收敛值，即晶格原子势能 ! 对 "#$晶格
原子势能的贡献主要来自晶格原子与其最近邻壳层

中 %& 个原子的相互作用 ! 随着所考虑近邻原子数
的增多各体分量也表现出良好的收敛性 ! 其中两体
项 $&（!）收敛最快，一般只需考虑中心原子 ! 与第
一壳层中最近邻 %&个原子的相互作用就达到饱和；
而高阶多体项如四、五体项 $’（!），$(（!）收敛相
对慢一些；在目前研究原子间距范围，考虑最近邻三

个壳层中 &)个原子的贡献各高阶多体项基本达到
饱和值；对于原子间距较大的情形（%!)*&’+,），只
考虑最近邻壳层中 %&个原子的贡献也能得到很好
的近似结果 !

!"#" 各个原子间距下的多体相互作用贡献

在本工作所研究的原子间距范围，"#$ 晶格原
子势能的多体展开级数是一收敛的交错级数（见表

%第 ’—第 -列），其中两体势、四体对原子势能和结
合能的总贡献为正，而三体势、五体势的总贡献为

负；同一原子间距下，多体展开项随项次的升高其绝

对值变小，即 $&（!） . $/（!） . $’（!） .
$(（!）；随原子间距的减小，各多体分量的重要
性逐步体现出来 ! 对原子势能进行多体展式时，展
开级数收敛越快、截断越早计算越省时 ! 在不同的
密度条件下多体展式在什么地方截断较为合理仍是

目前一个尚待回答的问题 ! 我们令 &’ 代表多体展

开级数中两体项到第 ’ 体项之和，即 &’ 0

"
’

( 0 &
$(（!），并在 &’ 充分逼近 "#（!）时对多体展开

级数进行截断 ! 多体展式在各项的截断精度见倒数
第 ’—第 %列 ! 随着原子间距的逐步减小，多体展开
式需要在高次项截断才能与原子势能 "#（!）充分
逼近 ! 本文中所选取截断误差在 1 /2 以内 ! 对于
整个研究区间，我们发现：原子间距在 )*&3—)*&/
+,间取值时，仅保留级数中两体和三体项就能很
好地描述晶格原子势能；当 % 在 )*&/—)*&) +,之
间取值，多体展式在四体项截断较合理；当 % 小于
)*&)+,时，五体相互作用变得较为重要，)*&)—

)*%-( +,区间多体展式在五体项截断已具有较高
的精度 ! 在 % 0 )*&)+, 时，若只考虑到四体势贡
献，多体展式截断精度不够（ &’ 4"#（!）0 %)(*&2），

导致晶格结合能 )（!）的值被高估为 (&/3*’ 5 6原
子；加入五体势贡献后多体展式截断精度提高（ &( 4

"#（!）0 %)%*/2），得到其更确切的值 (%3’*7 54原

子，五体贡献在晶格结合能中所占的比例为 8
%*’2 ! 随着原子间距的减小五体贡献越来越重要，
在 % 0 )*%-(+,时多体展式在四体项截断精度较低
（&’ 4"#（!）0 %%3*--2），加入五体贡献后多体展式

已能充分地逼近原子势能的值（ &( 4"#（ !）0

9-*%2）；整个五体势对晶格结合能的贡献为 8
3()*354原子，在晶格结合能中五体贡献所占的比例
已提高到 8 -2左右 !

表 % % 0 )*&3—)*%-(+,时，"#$氦原子晶格势能及各体分量，能量单位 5

%4+, # 8 % "#（!） $&（!） $/（!） $’（!） $(（!） && 4"#（!） &/ 4"#（!） &’ 4"#（!） &( 4"#（!）

)*%-( &) %3(-%*/ &3)7&*% 8 %(77-*) 9%’%*/ 8 /&(/*) %*(-’ )*3%( %*%3- )*9-%

)*%7 &) %/3&%*9 &)73-*3 8 %%3))*% (9(3*9 8 %397*3 %*(/& )*37 %*%%7 )*99/

)*%7( &) %%%77*/ %337)*( 8 7’/(*9 /7’%*/ 8 7&7*- %*’9% )*-/- %*)7) %*))3

)*%9 &) 9%7)*3 %//&&*% 8 3%)9*% &’’-*& 8 /(7*/ %*’(% )*-73 %*)(& %*)%/

)*&) &) 3%3)*% 7’-(*) 8 /%3)*& 9’9*% %*/-3 )*73/ %*)%-

)*&% &) ’%)9*3 (/-%*7 8 %(99*- //(*( %*/)- )*9%7 %*)))

)*&& &) &-&%*- //79*& 8 -7-*’ 99*) %*&’( )*9(3 )*99&

)*&/ &) %-73*) &%&(*% 8 /-&*/ %3*) %*%9) )*97% )*99)

)*&’ %& %%(9*( %/&’*/ 8 %3-*/ %*%’& )*997

)*&( %& -/9*9 7%/*% 8 39*- %*)99 %*))(

)*&3 %& ’3&*/ ’79*& 8 &/*9 %*)(7 %*))3
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图 ! 固氦理论零温状态方程与实验数据比较

将表 " 中的 #—$ 列数据代入方程（%）—（"!）
式，可以得到在多体展式不同项截断的固氦结合能

曲线 & 对结合能进行体积微分，并考虑到零点振动
及长程关联能的贡献［"’］，可以得到固氦压缩范围在
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