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基于 ()*+,-./ 变换的多线性变量分离方法（(0123456）是求解非线性系统的一种非常有效的方法 7 一般多线

性变量分离方法（823456）是该方法的推广 7 实现 823456 主要有四种途径，一是先把场量按照多个任意函数（通

常考虑两个函数的情形）展开得到关于多个函数的多线性方程，另一种途径是推广变量分离的假设，第三类是基于

9:;<=-> 变换的多线性变量分离方法（90123456），第四类是导数相关泛函变量分离法 7 利用第一类 823456，可以

得到（% ? "）维 @AA4 系统和 BC.D18=;/=. 系统的一般多线性变量分离解 7 把第一类 823456 推广到二维非线性系

统，这些系统是通过对称约化（% ? "）维 BC.D18=;/=.7系统得到的 7 也就是说，一般多线性变量分离可解性在对称约

化下从高维系统到低维系统得到了保持 7 这也提供了一条从高维非线性系统导出可 823456 求解的低维非线性系

统的有效途径 7
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" E 引 言

自从孤子理论［"—&］发展以来，人们已经发现了

许多（" ? "）维非线性系统的孤子激发模式，如钟型

孤子（<D,,1B=,CF=.），扭结型孤 子（+C.+1B=,CF=.），瞬 子

（C.BF:.F=.），呼吸子（<;D:FGD;）和某些弱激发模式，如

尖波孤子（HD:+=.），紧致子（*=@H:*F=.）7 然而，寻求

（% ? "）维非线性系统或更高维非线性系统的局域激

发模式，虽然是孤子理论中极其重要的内容，但是由

于方法上的困难，这方面的研究几乎是一片空白，进

展不大 7 直到 "IJJ 年，(=CFC 等人［K］得到了非线性 95
系统中所有方向都指数衰减的 /;=@C=. 解，才开始了

对高维局域激发模式的研究 7 主要用的方法是在

LC;=F: 方法或 ()*+,-./ 变换方法的基础上取行波解

假设的方法来构造新的局域激发模式［’—"%］7 最近

3=- 等人［"!，"$］提出的基于 ()*+,-./ 变换的多线性变

量分离方法（(0123456）是一种非常行之有效的方

法，原因在于得到一个含有一些低维的任意函数的

普适公式，则可以统一地构造丰富的局域激发模式，

如多 B=,CF=MM 解，多 /;=@C=. 解，/;=@C=. 格 点 解，多

,-@H 解，多环孤子解，多呼吸子解，多瞬子解，混沌1
混沌斑图（H:FFD;.），混沌1周期斑图等等［"!—"&］7 该方

法首先是 3=- 在求解（% ? "）维非线性 AA4 系统［"!］

时取得成功的，可 (0123456 求解的系统包括 95 系

统，AA4 系统，长波色散系统，((N 系统，（% ? "）维

N/4 系统，2:**:;C 系统，（! ? "）分量 6NA5 系统，

（% ? "）维微分1差分特殊 0=/: 晶格［"$—"K］等等 7
可 (0123456 求解系统的某个物理量都可以表

示成一个普适公式［"$，"&］（或其变形［"K，"’］），对于不同

的非线性系统，普适公式或者对应于某个场量，或者

是其中的势函数，还有可能是振幅的平方模函数 7
从而 (0123456 可解性可定义为［"&］：若一个 "!%
维非线性系统可 (0123456 求解，存在一个合适的

物理量可用普适公式（或其变形）描述且其中至少含

有一个 " O " 维的任意函数，则称该系统具有 (01
23456 可解性 7 因为线性叠加原理在非线性系统失

效，为了得到含有更多变量分离函数的精确解，文献

［"J—%$］提 出 了 一 般 多 线 性 变 量 分 离 方 法

（823456）7 实现 823456 主要有四种途径，一是先

把场量按照多个任意函数（通常考虑两个函数的情

形）展开得到关于多个函数的多线性方程［"J，"I］，另一

种途径是推广变量分离的假设［"I］，第三类是基于

9:;<=-> 变 换 的 多 线 性 变 量 分 离 方 法（ 901
23456）［%#—%%］，第 四 类 是 导 数 相 关 泛 函 变 量 分 离

法［%!，%$］7 利用第一类 823456，可以得到（% ? "）维
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!""# 系统和 $%&’()*+,*& 系统的一般多线性变量分

离解 - 第二类 )./#01 已经成功应用于长波色散系

统，233 系统和（4 5 6）维势 27+8’+$ 系统 - 第三类

)./#01 已经成功求解了 ""# 系统，$%&’()*+,*& 系

统，色散长波系统等等 - 导数相关泛函变量分离法

能够给出更完整的变量分离可解归类 -
29(./#01 和第二类 )./#01 已经推广应用于

更高维非线性系统，如 ! 5 6（!!:）维 27+8’+$ 系

统［4;—4<］，（: 5 6）维浅水波方程［4<］- 相比较而言，虽

然（6 5 6）维非线性模型受到维数的限制，但是，我们

还是发现了许多有物理意义的系统可 29(./#01 求

解，如长短波作用系统，（" 5 !）元 =%$>’+$%*&?’$$ 系

统，两类六阶非线性系统，@A* 系统，浅水波系统等

等［6<，4<—4B］-从而我们发现这么一个事实：这些可 29(
./#01求解的（6 5 6）维非线性系统都可以看做可

29(./#01 求解的（4 5 6）维非线性系统经过对称约

化后得到的某个子系统 - 也就是说，如果一个高维

非线性系统有 29(./#01 可解性，那么至少存在一

个低维非线性系统，其也具有 29(./#01 可解性（审

稿人语：如所有（4 5 6）维多线性变量分离可解系统

时间无关约化都是多线性变量分离可解的）- 当然，

对于某些高维非线性系统不具有 29(./#01 可解

性，其对称约化得到的几类子系统可能也具有 29(
./#01 可解性 -

对于第一类 )./#01 方法，并没有在更高维非

线性系统，或（6 5 6）维非线性系统上得到应用 - 但

是，基于上述 29(./#01 和对称约化之间的联糸，

本文以（4 5 6）维 $%&’()*+,*& 系统为例，把该方法推

广到二维非线性系统———通过对称约化（4 5 6）维

$%&’()*+,*& 系统得到的子系统 -

4 C 二维非线性系统的 )./#01

文献［6D］考虑了如下（4 5 6）维 $%&’()*+,*& 系统

的 )./#01：

#$%& 5 #%’$& 5 #$’%& E F， （6）

’$% E #$#% - （4）

首先，如果取相似变量和相似解形式为

! E"
$ ,$G

(（$G ）
H"

& , &G

)（ &G ）
， （:）

" E"
% ,%G

*（%G ）
H"

& , &G

)（ &G ）
， （I）

+（!，"）E # H"
& ,6（ &G ）

)（ &G ）
, &G ， （;）

-（!，"）E ’ H"
& ,4（ &G ）

)（ &G ）
, &G ， （J）

这里 (（$）#F，*（%）#F，)（ &）#F，,6（ &）#F，,4（ &）

#F - 则可得到二维非线性系统

+!!" 5 +!"" 5 +"（-!! 5 -!"）5 +!（-"" 5 -"!）E F，

（<）

-!" E +!+" - （D）

接下来，我们可以类似地考虑上述系统的 )./#01，

取 2KLM?7&, 变换

+（!，"）E N %·?& #（!，"）

$（!，"
[ ]） 5 +$（!，"）， （B）

-（!，"）E ?&［#（!，"）$（!，"）］5 -$（!，"），

（6F）

这里的｛+$（!，"），-$（!，"）｝是任意的种子解，而

#（!，"）$（!，"）待定 -现在，取种子解为｛F，-6（!）5
-4（"）｝，并且令#（!，"），$（!，"）为多线性变量分

离形式

#（!，"）E .F 5 .6 /（!）5 .4 0（"）5 .: /（!）0（"），

（66）

$（!，"）E 1F 5 16 /（!）5 14 0（"）5 1: /（!）0（"）-
（64）

代入方程（D），可以得到

.F 1: H .6 14 H .4 16 5 .: 1F E F，

1: E
.6 14 5 .4 16 H .: 1F

.F
- （6:）

再代入方程（<），利用 .19OP.19@Q1 数学软件可以

分离方程为

-R6（!）E
（ 2 5 43/S）/S H 4（H .F .: 1F 5 .F .6 14 5 3/）/R

3/4 5 .F（H 4.: 1F 5 4.6 14）/ 5 .F（H .4 1F 5 .F 14）
， （6I）

-R4（!）E
（H 2 5 440S）0S H 4（H .F .: 1F 5 .F .4 16 5 40）0R
404 5 .F（H 4.: 1F 5 4.4 16）0 5 .F（H .6 1F 5 .F 16）

， （6;）

这里记 /% /（!），0% 0（"），3 E H .6 .: 1F 5 .6 .4 16 H .F .: 16 5 .4
6 14，4 E H .4 .: 1F 5 .4

4 16 5 .6 .4 14 H

.F .: 14 - 也就是有
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!!（!）"!!
（ " # $#$%）$% & $（& %’ %( &’ # %’ %! &$ # #$）$)

#$$ # %’（& $%( &’ # $%! &$）$ # %’（& %$ &’ # %’ &$
( )）

*( )! *!， （!+）

!$（"）"!!
（& " # $’(%）(% & $（& %’ %( &’ # %’ %$ &! # ’(）()
’($ # %’（& $%( &’ # $%$ &!）( # %’（& %! &’ # %’ &!

( )）
*( )" *", （!-）

至此，我们得到了二维非线性系统（-），（.）的一般多线性变量分离解为

)（!，"）" / 0·12
%’ # %! $ # %$ ( # %( $(

&’ # &! $ # &$ ( #
%! &$ # %$ &! & %( &’

%’







$(

， （!.）

!（!，"）" 12（%’ # %! $ # %$ ( # %( $(） &’ # &! $ # &$ ( #
%! &$ # %$ &! & %( &’

%’
( )[ ]$(

# !!（!）# !$（"）， （!3）

这里的 $（!），(（"）为任意的函数，!!（!），!$（"）是

（!+），（!-）式 ,
另外，如果取相似变量和相似解形式为

! " *， （$’）

" "!
+ *+4

,（+4 ）
&!

- * -4

.（ -4 ）
， （$!）

)（!，"）" / &!
- 0!（ -4 ）

.（ -4 ）
* -4 ， （$$）

!（!，"）" 1 &!
- 0$（ -4 ）

.（ -4 ）
* -4 ， （$(）

这里 ,（+）"’，.（ -）"’，0!（ -）"’，0$（ -）"’ , 则可

得到二维非线性系统

)!"" # )"!!" # )!!"" " ’， （$5）

!!" " )!)" , （$6）

类似地，可以得到该系统的 789:;< 解为

)（!，"）" / 0·12
%’ # %! $ # %$ ( # %( $(

&’ # &! $ # &$ ( #
%! &$ # %$ &! & %( &’

%’







$(

， （$+）

!（!，"）" [12（%’ # %! $ # %$ ( # %( $(） &’ # &! $ # &$ ( #
%! &$ # %$ &! & %( &’

%’
( ) ]$(

# !!（!）# !$（"）， （$-）

这里的 $（!），(（"），!!（!）为任意的函数，并且

!$（"）"!!
$’(% $ & $（& %’ %( &’ # %’ %$ &! # ’(）()

’($ # %’（& $%( &’ # $%$ &!）( # %’（& %! &’ # %’ &!
( )）

*( )" *", （$.）

这里 ’ " & %$ %( &’ # %$
$ &! # %! %$ &$ & %’ %( &$ ,

同样地，利用上述方法，可以检验其他约化子系

统是否具有 789:;< 可解性 , 不过，在这里，我们并

没有找到一种有效的方法可以统一地检查对称约化

后的系统哪些具有 789:;< 可解性，那些不具有

789:;< 可解性 ,

( = 局域激发模式

自从 !3+6 年 >?@ABCD 和 EFABC?1［!］将他们发现的

孤波命名为孤子以后，孤子理论和应用得到了迅猛

发展 , 正如文献［(’］所写到：从天上涡旋星系的密

度波，海上冲击波，等离子体，分子系统，生物系统，

光纤中光的传输，激光传播，非线性传输线，超流

氦G(，超导 HIBJKLBI2 结，磁学，结构相变，液晶，流体

动力学以及基本粒子等，都与孤子有关 , 一定程度

上已 经 形 成 独 立 的 学 科 分 支———孤 子 物 理 学［(!］

（BI10MI2 KLDB0NB）, 现在，利用 OPG89:;<，789:;< 方

法能够构造出丰富的局域激发模式，如多 BI10MIQQ 解，

多 *FIR0I2 解，*FIR0I2 格点解，多 1ARK 解，多呼吸子

解，多瞬子解，多圆锥曲线孤子解等等 , 不过关于这

些结构的实际物理应用还有待进一步研究 ,
另外，对于 OPG89:;< 方法，在（! # !）维非线性

系统上的成功应用是十分有意义的事情，因为得到

的（! # !）维普适公式［!-］
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! ! " "#（ #）$#（%）
（"（ #）$ $（%））" （"%）

有明确的一维空间和一维时间的物理意义 & 从而由

于含有任意函数，就可以构造出丰富的局域激发模

式 & 虽然我们已经把第一类 ’()*+, 推广到低维

（二维）非线性系统上，但是考虑到这些非线性系统

（-），（.），（"/），（"0）的物理意义不明确，或者说变量

!，"的物理意义不明确，虽然在理论上能构造出丰

富的局域激发模式（具体类似于（" $ 1）维情况，见文

献［1.，10］，本文略），但是其物理应用有待进一步研

究 & 当在某学科中发现该系统的应用价值后，那么

依照这些系统构造出来的局域激发模式才有真正的

用武之地 &

/ 2 结 论

本文把第一类 ’()*+, 推广到二维非线性系

统，这些系统是通过对称约化（" $ 1）维 34567’89:85
系统得到的 & 同样地，也可以考虑（" $ 1）维 ;<<*
系统 & 因为结果类似，这里略过 & 如果一高维非线

性系统具有 ’()*+, 可解性，那么其相似约化所得

到的某些低维系统也具有 ’()*+, 可解性 & 这其实

提供了一条从高维非线性系统导出可 ’()*+, 求

解的低维非线性系统的有效途径 &
前面提到的关于多线性可解性的定义［10］，我们

认为应该修正为：若一个 &!" 维非线性系统可 =>7
()*+, 求解，存在一个合适的物理量可用普适公式

（或其变形）描述且其中至少含有一个 1"’"& ? 1
维的任意函数，则称该系统具有 =>7()*+, 可解性 &
或者当 ’ @ & ? 1 时，称该系统具有弱（A66B）=>7
()*+, 可解性 & 例如（" $ 1）维 ,C<+ 浅水波方程［D"］

(# ? (%%# ? /((# ? "(%) $ (% ! E， （DE）

)* ! (# & （D1）

该方程具有多线性变量分离解

(（%，*，#）! " +F
, $ + ? +#

, $( )+( )"

$

1
" +F " ? +#+!

"+# " $ 1
/ ， （D"）

)（%，*，#）! ? " ,#+#
（, $ +）" $ 1

" ， （DD）

这里 ,##,（ #），+# +（ % $ *）& 即本质上，它们为

一维的任意函数 &
另外值得一提的是，目前存在的不同类型的变

量分离方法［1D—"%，DD，D/］之间有什么联系，是否有统一

的方法有待进一步研究 &例如，文献［DD，D/］利用拓

展的 G4HHIJ4 方程映射法得到的各种多线性变量分

离解，其实可以归为通常的 =>7()*+, 解的形式 &
这里取解［DD］

(D ! #
%% ?##

#%
$ "#%$$JI5［$$（# $%）］（D/）

来说明 & 考虑到上式中###（%，#），%#%（*）为

任意函数，则若令

#
K ! ? JI5［$$·#］，

%
K ! 1

JI5［$$·%］
， （D0）

可以化简（D/）式为如下的 =>7()*+, 解的形式

(D ! #
K
%% $#

K
#

#
K
%

?
"#
K
%

#
K $%

K
& （DL）

关于孤子近年的发展和一些前沿课题，文献

［D0］指出：将现有求精确解的方法应用于新的可积

系统 或 不 可 积 系 统，并 寻 求 新 的 求 精 确 解 的 方

法［DL—D.］，以及与这些方法相联系的可借助于计算机

带有人工智能的软件来实现的工作是应该引起注意

的问题 & 本文提到的 ’()*+, 是必须借助数学软件

（如 (IMN6，(,>O7P(,>QR, 等）才能完成的 & 我们相

信“非线性科学的人工智能化”是一种趋势 &

［1］ SITU3BV < W，C9U3BIN ( X 1%L0 -.*/ & 01) & 21## & !" "/E
［"］ ’I9:569 R +，’96656 W (，C9U3BIN ( X，(4U9I G ( 1%L- -.*/ &

01) & 21## & !# 1E%0
［D］ )IY Z X 1%L. 3455( & -(61 7""8 & ’9#. & $! /L-
［/］ O498JI G 1%-1 -.*/ & 01) & 21## & $% 11%"
［0］ SIB[I98\ * P，+[ITIJ , = 1%-" :4);1# -.*/ & <=-> &’ L"
［L］ =84J4 (，)685 W W Z，(I9J45I )，Z6;M456NN4 ] 1%.. -.*/ & 21## & ,

!&$ /D"

［-］ O46JI945JI W，O498JI G 1%%E -.*/ & 21## & , !’" "D-
［.］ O46JI945JI W 1%%E -.*/ & 21## & , !’# 11D
［%］ CIAI[I9I >，,9IB4 C，>8[ + 1%%" -.*/ & X "# -%
［1E］ ZIJ[94I X，(89943 W ) 1%.% -.*/ & :?6;"#9 &# L-D
［11］ +I5J454 Z ( 1%%E -.*/ & X ’! "L
［1"］ GI:[I G，)IB3[;I5I5 ( 1%%- 3.94/，:48;#4@/ 9@A ,69?#98/ ( 1-
［1D］ )8U + ^ "EEE -.*/ & 21## & , $%% %/
［1/］ >I5_ ‘ ^，)8U + ^，S[I5_ ^ "EE" -.*/ & 01) & P )) E/LLE1
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