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研究（" ( "）维广义的浅水波方程的变量分离解和孤子激发模式 ) 该方程包括两种完全可积（*+,可积）的特殊
情况，分别为 -./+方程和 0123456+547895方程 ) 首先把基于 :;<=>8?@变换的变量分离（:,6A+）方法推广到该方程，
得到了含有低维任意函数的变量分离解 ) 对于可积的情况，含有一个空间任意函数和一个时间任意函数，而对于
不可积的情况，仅含有一个时间任意函数，其空间函数需要满足附加条件 ) 另外，对于得到的（" ( "）维普适公式，选
取合适的函数，构造了丰富的孤子激发模式，包括单孤子，正6反孤子，孤子膨胀，类呼吸子，类瞬子等等 ) 最后，对
:,6A+方法作一些讨论 )
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" B 引 言

孤子理论自 "CD&年 E5F87=G和 .287=5>［"］通过数
学模拟的方法发现等离子体中两个孤波（73>1432G
H5IJ）在碰撞后都能保持各自的波形和行进速度不
变而命名为孤子（73>143?）以后，得到了迅猛发展，并
且成为非线性科学中的一个重要研究分支 ) 其发展
大致可以分为三个阶段［%］：第一阶段从 K877J>>［!］在
"’$$年作的《论波动》发现孤波算起到 .324JHJL 和
@J A21J7［$］导出著名的 .@A方程，解释了 K877J>>的浅
水波为止，经历了 &#多年之久 ) 第二阶段大致可划
在 "C&&年到 "CM&年，,3@5解决了 "C&&发现的 NOP
非线性晶格振动问题，得到了孤波 ) "CD&年，E5F87=I
和 .287=5>［"］命名孤子 ) "CDM 年，Q52@?J2，Q2JJ?J，
.287=5>和 R1825［&］提出了求解 .@A 方程的反散射
（*+,）方法 ) "CD’年，S5T［D］推广了 Q52@?J2等人的方
法，引入 S5T对，为利用 *+,方法解决更多非线性发
展方程开辟了道路 ) "CM%年，E5=U523I和 +U5F54［M］将
*+,方法用于求解非线性 +<U2V@1?LJ2方程 ) 应用研
究上，在很多学科领域都发现了孤子运动状态，例

如，"CM!年，+<344，WU8，R<S58LU>1?［’］发表关于 "CM%
年以前孤子研究情况的评述，在电子、光学领域普及

了孤子知识 ) 同年，贝尔实验室的 057JL5H5 和
,5XXJ24预言光纤孤子的存在，文献［C，"#］分别介绍

了关于凝聚态物理学和固体物理学中孤子的应用 )
第三阶段（"CM!年起到现在），把孤子理论广泛应用
于场论模型，基本粒子等各个领域，在一定程度上已

经形成独立的学科分支———孤子物理学［""］（73>143?
XUG71<7）) 同时，开展了高维孤子的研究 )
然而，寻求高维孤子激发模式，虽然是孤子理论

中极其重要的内容，但是由于方法上的困难，这方面

的研究进展不大 ) 直到 "C’’年，:3141等人［"%］得到了
非线性 Y+ 系统中所有方向都指数衰减的 @23913?
解，才开始了对高维孤子激发模式的研究［"!—"D］) 最
近 S38等人［"M，"’］提出的基于 :;<=>8?@变换的变量分
离（:,6A+）方法是一种非常行之有效的方法，原因
在于得到一个含有一些低维的任意函数的普适公式

（主要指（% ( "）维系统），则可以统一地构造丰富的
孤子激发模式（或更广义的局域激发模式），如多

73>143ZZ解，多 @23913?解，@23913?格点解，多 >89X解，
多环孤子解，多呼吸子解，多瞬子解等等［"M，"’］) 该方
法是 S38在求解（% ( "）维非线性 //A系统［"M］时取
得成功的 ) 现阶段，:,6A+ 方法的理论发展主要有
四种途径，一是先把场量按照多个任意函数（通常考

虑两个函数的情形）展开得到关于多个函数的多线

性方程［"C，%#］，另一种途径是推广变量分离的假

设［%#］，第三类是基于 Y52F38T 变换的多线性变量分
离（Y,6A-）方法［%"，%%］，第四类是导数相关泛函变量
分离法［%!，%$］)
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上述的 !"#$%方法主要是在（& ’ (）维非线性
系统上求解成功的 )近年来，该方法已经推广应用于
更高维非线性系统［&*—&+］或（( ’ (）维非线性系
统［&,—-.］) !"#$/方法被用来求解的非线性系统一般
都是可积的 ) 文献［-(］把该方法用于研究（& ’ (）维
不可积 01$系统，并且指出对于不可积系统，任意
函数必须满足附加条件 ) 本文研究（( ’ (）维广义的
浅水波方程的变量分离解和孤子激发模式 ) 该方程
包括两种完全可积（2/"可积）的特殊情况，分别为
%03/ 方程和 456789#/98:;<9 方程 ) 首先把基于
!=>?@;A1变换的变量分离（!"#$%）方法推广到该方
程，得到了含有低维任意函数的变量分离解 ) 对于
可积的情况，含有一个空间任意函数和一个时间任

意函数，而对于不可积的情况，仅含有一个时间任意

函数，其空间函数需要满足附加条件 ) 不过，这也说
明了，对于不可积系统，并不是所有的低一维的函数

都需要满足附加条件 ) 另外，对现有（( ’ (）维非线
性系统较深入的研究，除已经发现的钟型孤子，扭结

型孤子，瞬子，呼吸子，尖波孤子和紧致子等，一般认

为很难发现新的孤子激发模式 ) 但是对于本文中得
到的（( ’ (）维普适公式，选取合适的函数，可以构造
大量新的孤子激发模式，包括正#反孤子，孤子膨胀，
类呼吸子，类瞬子等等 )

& B（( ’ (）维广义的浅水波方程的变量
分离解

我们考虑如下的（( ’ (）维广义的浅水波
（C/DD）方程［-&］

!"""# ’ $!"!"# ’ %!#!"" E !"# E !"" F .， （(）
这里的 $，% 为任意的非零常数且 $ ’ %!. ) 该方程
是用 !7;::5AG:H逼近方法在经典浅水波理论中得到
的 ) $ F &% 或 $ F % 是该方程完全可积（2/"可积）的
充分必要条件，分别称这两种情况为 %03/方程

!"""# ’ &%!"!"# ’ %!#!"" E !"# E !"" F .，（&）
和 456789#/98:;<9方程

!"""# ’ %!"!"# ’ %!#!"" E !"# E !"" F .) （-）
下面，考虑 C/DD方程的 !"#$/解 ) 首先利用标准
的 D"I#J95A@GKL 截断方法［--］可以导出 !=>?@;A1
变换

!（"，#）F (&
$ ’ %

&"（"，#）
&（"，#）’ !"（"，#），（M）

这里的 !"（"，#）为任意的种子解，而 &（"，#）为待定

的未知函数，需满足一超定方程组（略）) 接下来，设

种子解为 !"（ "，#）F !.（ "）’ #
% ，并且 &（ "，#）F

’（ #）’ (（ "），再利用 !=>?@;A1 变换（M）代入方程
（(）得

’ !N. ’ $(N
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这里，为方便起见，分别记 ’#’（ #），(#(（ "），!.

#!.（"）) 从而可以分离出方程组

!N. ’ $(N
%(O !O. ’ (NN E (N

%(O F .， （P）
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求解上述方程组，可以得到

!.（"，#）F$(O
E $
% * ’ (

%$(O
$E %
%（(N E (NN）1( )" 1"，

（,）
附带约束条件

E $（$ ’ %） %* ’$(O
$E %
%（(N E (NN）1( )" (O &

’ %(O
$
%［（$ ’ %）(O & ’ -（$ E %）(N &

E &（&$ E %）(O(!］F .) （Q）
也就是说得到带约束条件（Q）的（( ’ (）维广义的浅
水波方程的变量分离解

!（"，#）F (&
$ ’ %

(O
’ ’ ( ’ #

%

’$(O
E $
% * ’ (

%$(O
$E %
%（(N E (NN）1( )" 1"，

（(.）
这里的 ’#’（ #）为任意函数，(# (（ "）需要满足
约束条件（Q）) 当方程是完全可积的情形，也就是 $
F &% 或 $ F % 的时候，取积分常数 * F .，约束条件
自然满足 ) 换句话说，对于 %03/ 方程（&），有精
确解

!（"，#）F M
%

(O
’ ’ ( ’ #

% ’ (
&%$( ’ (N &

(O & E &(!
(( )O 1"，

（((）
这里的 ’#’（ #）和 (#(（"）为任意函数 ) 同样地，
对 456789#/98;<9方程（-），有精确解
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!（"，#）! "
$

%#
& $ % $ #

$ $ %
$!% & %!

%( )# ’ #，

（%(）
这里的 &"&（ #）和 %"%（ "）为任意函数 )当然，对
于其他的情形，即不可积情形，如果取 %（ "）为具体
数值，例如 %（"）! ’% *’+ "，则约束条件也成立，即可

以写出一类显式精确解

!（"，#）!
%(’+ ’% *’+ "

（( $ $）（ ’% *’+ " $ &）$
#
$ $

" & ’(+ #
( )

（%,）
在下一小节里，讨论（% $ %）维普适公式

) "& ( $ $
" !# & %( )$ ! (&#%#

（& $ %）(
（%-）

的孤子激发模式 )

图 % （.）单孤子；（/）# ! +

, 0 孤子激发模式

对于（( $ %）维非线性系统的普适公式 ) !
(*"+,

（* $ +）(
，这里 *"*（"，#），+"+（,，#），已经构造出

丰富的孤子激发模式（或更广义地局域激发模

式）［%1，%2］) 对于（% $ %）维的普适公式（%-），仅有零星
的结果（见文献［(2］）) 这里，我们给出单孤子解和
几类新孤子激发模式，包括正3反孤子，孤子膨胀，类
呼吸子，类瞬子等等 )

!"#" 单孤子

选取函数 & ! *#，% ! *" 从普适公式（%-），可以
得到单孤子（图 %）

) ! (*#$ "

（*# $ *"）(
! %

( 4*56( " & #( )( ) （%7）

!"$" 正%反孤子

选取函数 & ! *# $ *& #，% ! *" $ *& "，从普适公

式（%-），可以得到正3反孤子（图 (），从图 (（5）可以看
到正3反孤子在 # ! +时相互作用导致振幅消失为 +)

!"!" 孤子膨胀

选取函数 & ! *#，% ! *" $ *,"，从普适公式（%-），
可以得到孤子膨胀的激发模式，经过简单的数值计

算，可以知道虽然该孤子激发模式的幅度膨胀了，但

是其宽度缩小了 ) 其积分（即能量）不变（图 ,）)

!"&" 类呼吸子

如果选取的函数 & 包括一些周期函数，则从普
适公式（%-），可以构造出类呼吸子激发模式 ) 如选
取 & ! *48（ #，+)1），% ! *"，得到图 - ) 这里的 48（ #，+01）
为 9.5:/;椭圆正弦函数 )

!"’" 类瞬子

如果选取的函数 % 包括一些衰减函数，则从普
适公式（%-），可以构造出类瞬子激发模式 ) 如选取
& ! *#，% ! *"4*56（ "），得到图 7 ) 可以知道，该激发模式
的幅度迅速衰减当 < # <增长时 )

- 0 讨 论

本文研究（% $ %）维广义的浅水波方程的精确解
和孤子激发模式 ) 该方程包括两种完全可积（=>?可
积）的特殊情况，分别为 @AB>方程和 C;D:E.3>.E4FG.
方程 ) 首先把基于 HI5JKF8’ 变换的变量分离（H?3
L>）方法推广到该方程，得到了含有低维任意函数
的变量分离解 ) 对于可积的情况，含有一个空间任
意函数和一个时间任意函数，而对于不可积的情况，

仅含有一个时间任意函数，其空间函数需要满足附

加条件 ) 不过，这也说明了，对于不可积系统，并不
是所有的低一维的函数都需要满足附加条件 ) 而对

2%+% 物 理 学 报 77卷



图 ! （"）正#反孤子；（$）! % & ’；（(）! % )；（*）! % ’

图 + （"）孤子膨胀；（$）! % & ’；（(）! % ’

图 , 类呼吸子

于主控函数 "（#）是否所有不可积系统均需要附加
条件有待进一步研究 - 另外，对于得到的（. / .）维
普适公式，选取合适的函数，构造了丰富的孤子激发

图 ’ 类瞬子

模式，包括单孤子，正#反孤子，孤子膨胀，类呼吸子，
类瞬子等等 -
这里，我们把 01#23方法推广应用于（. / .）维
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非线性方程 ! 该方程是现成的，具有一维空间，一维
时间的物理意义 ! 事实上，如果一个高维非线性系
统是 "#$%&可解的，那么利用对称约化的方法可以
寻找大量 "#$%&可解的低维非线性系统，尽管对某
些约化子系统在现在看来并不能描述某种物理现

象 ! 例如（’ ( )）维 **%系统
!" ( !### ( !$$$ ( !# ( !$ + ,（!%）# ( ,（!&）$，

（)-）
!# + !$， （).）

!$ + &# ! （)/）
有 "#$%&精确解

! +
’’#($
（’ ( (）’

， （)0）

% + 1 ’ ’##
’ ( ( 1 ’#

’ (( )(( )’

(
’### ( ’" ( ’# ( )2 ( )) ’ ( )’ ’’

,’#
，（’2）

& + 1 ’ ($$
’ ( ( 1 ($

’ (( )(( )’

(
($$$ ( (" ( ($ 1 )2 ( )) ( ( )’ (’

,($
，（’)）

这里 ’!’（#，"），(! (（ $，"），)*! )*（ "），* + 2，)，’
是任意的 ! 如果取相似变量和解的相似形式［,3］为

! + #
+ )4,（ "）1"

" ,（ "5）
+ 34,（ "5）

6 "5， （’’）

" + $
+ )4,（ "）1"

" -（ "5）
+ 34,（ "5）

6 "5， （’,）

. + !+ ’4,（ "）， （’3）

/ + %+ ’4,（ "）1 )
, + ’4,（ "）( )

0 +7（ "）"
" ,（ "5）
+ 34,（ "5）

6 "5

( )
0!+7（ "）( ,（ "）

, + )4,（ "）
， （’8）

0 + &+ ’4,（ "）1 )
, + ’4,（ "）( )

0 +7（ "）"
" -（ "5）
+ 34,（ "5）

6 "5

( )
0"+7（ "）( -（ "）

, + )4,（ "）
， （’-）

这里 +（ "）#2，,（ "）#2，-（ "）#2，且 .，/，0 是变
量!，"的函数 ! 可得如下的二维非线性系统，

.!!! ( .""" 1 ,（/.）! 1 ,（.0）" + 2， （’.）

.! + /"，（’/）

." + 0! ! （’0）
该系统也是 "#$%&可解的，即具有如下的 "#$%&解，

. + ’1727
（1 ( 2）’

， （,2）

/ + 1 ’ 19
1 ( 2 1 17

1 (( )2( )’

(
1! ( 32 ( 3) 1 ( 3’ 1’

,17 ， （,)）

0 + 1 ’ 29
1 ( 2 1 27

1 (( )2( )’

(
2! 1 32 ( 3) 2 1 3’ 2’

,27 ， （,’）

这里 1!1（!），2!2（"）是任意的函数且 32，3)，

3’ 为任意的常数 ! 类似地，可以检验其他的约化子

系统 !
另外，对于（’ ( )）维情形，通常，对于 (（ $，"）有

如下的形式［,8］：

(（$，"）+
4)（ "）

4’（ "）( .)（$）( 4,（ "）， （,,）

和

(（$，"）+ 5)（ "）:;<=［5’（ "）( .’（$）］( 5,（ "），

（,3）
考虑到函数的任意性，以上两个式子是等价的，无需

分开讨论 ! 因为从（,3）式中，令
$.)（$）+ :;<=.’（$），

$4)（ "）+ 5)（ "）(
5,（ "）

:;<=5’（ "），

$4’（ "）+ )
:;<=5’（ "），

$4,（ "）+
5)（ "）

:;<=5’（ "）( 5,（ "）， （,8）

即可得（,,）式 !
变量分离方法的一种发展是基于 >;?@ABC变换

的多线性变量分离（>#$%&）方法［’)，’’］，该方法也可
以推广应用于（) ( )）维 DE?A:;$&;:FBG;方程（,）! 限
于篇幅，略 !
最后，关于 "#$%&方法［,.—32］，一方面，从非标准

的 H#I$J;E<KLMN截断［,-］入手可能得到新的结果 ! 另
外，从流形的观点（几何理论的观点）看对称，变换，

"#$%&之间的关系也有待进一步研究 !
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［!］ "#$%&’( ) *，+,%&’#- . / !012 !"#$ 3 %&’ 3 (&)) 3 !" 456
［4］ 789: ; *，;<#:= 7 > !00? *+,-)+. )"&/0# /.1 -)$ /22,-3/)-+.（@<A<#:

B:<C9,&<D( E,9&&）（<: 78<:9&9）［陈陆君、梁昌洪 !00?孤立子理论

及其应用———光孤子理论及光孤子通信（西安电子科技大学

出版社）］
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%&’ 3 (&)) 3 !$ !602
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