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研究了初态为混合态的电荷量子比特与量子化光场之间的纠缠 ’通过求解系统的 ()*(+,,-*(- 下限，研究初态

的混合度!和失谐量"对系统纠缠随时间演化的影响 ’ 在弱场中，电荷量子比特初始是激发态的系统，其纠缠度

远远大于电荷量子比特初始是基态的系统，并且"对系统的纠缠有明显的抑制作用 ’ 在强场中，电荷量子比特初

始分别为激发态和基态时系统的纠缠演化接近一致，初态混合度最高时系统的纠缠度最小，并且"对系统纠缠

的影响变弱 ’
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!国家自然科学基金（批准号：!"&0/""0）资助的课题 ’

! 1 引 言

最近几年，量子信息和量子计算的研究取得了

很大进展 ’ 量子计算机的物理实现是该研究领域的

一个重要部分，人们正在对各种实现方案进行深入

的探索，其中基于库珀对箱的介观超导量子器件

（约瑟夫森结）显示了巨大的潜力 ’ 研究发现，介观

超导量子器件可以构造用于量子计算机的电荷量子

比特［!—%］，与其他的量子计算实现方案相比，具有

容易受外场的控制、可以在介观电路中实现的优点，

并且具备级联形成复杂逻辑网络的基础 ’ 实验已经

发现，电荷量子比特的本征频率出现在微波区［.］’因
此，考虑到量子光学的最新进展，研究电荷量子比

特与量子化微波场的相互作用，对于量子计算机的

实现具有重要的实际意义 ’
量子纠缠是量子计算和量子信息的关键资源，

如何产生和量化系统的纠缠是实现量子信息和量子

计算的基础 ’ 本文研究不同初态（包括纯态和混合

态）的电荷量子比特与相干态光场之间的纠缠，这

是一个 $"2维的系统 ’ 对于处于混合态的 $"2
维系统，目前还未发现很好的计算纠缠度的方法 ’
我们采用的方法是把这个系统投影到 $"$ 维的子

空间，通过求 ()*(+,,-*(- 下限研究系统的纠缠，主

要研究光场的平均光子数 !—、电荷量子比特初态的

混合度!和电荷量子比特本征频率与光场频率的

失谐量"对系统的纠缠度随时间演化的影响 ’

$ 1 模型及解

本文的研究对象电荷量子比特是一个拥有 "
个超导库珀对电子的超导箱（或叫做超导岛），这个

超导箱被一个低电容 #3 的约瑟夫森隧道结（具有

约瑟夫森耦合能 $3）连接到一个超导电极上，通过

一个外部门电容 #4 可以在这个系统上加一个可控

制大小的经典驱动电压 %4 ’ 这个超导箱被放置在

一个单模微波辐射腔中，假设门电容不受量子化光

场的作用，这个箱5场系统的哈密顿量为［0，#］

& 6
（’ 7 #4 %4 7 #3 %8）$

$（#4 9 #3）
7 $3 ():#

9$% (; ( 9( )!
$ ’ （!）

（!）式哈密顿量中相应的变量是库珀对箱的电量 ’
6 $") 和穿过结的相位差#，(; 和 ( 是频率为%的

单模光场的产生和湮没算符，%8 是辐射场穿过结时

产生的感应电动势，可以写成

%8 6 * $%$#( )
8

!<$

（( 7 (;）， （$）

式中的参量 #8 与约瑟夫森结的厚度、绝缘体的介
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电常数及光腔的尺寸有关［!］"
我们选择库珀对电子的能量 !# $ "% &%（ #’ (

# )）远远大于约瑟夫森耦合能 ! ) 和电子热运动能

量 $* % 的情况，并且认为 &’ $ " &#’，这样只需考

虑两个低能量的电荷态 ’ $ +〉和 ’ $ ,〉［%，-，.］，其

中 ( ’〉$ %’" ’〉"在这种情况下系统的哈密顿量

在电荷态基矢｛ +〉，,〉｝下可以表示成自旋
,
% 的两

态形式［-，.，/］，

) $ !# , (
#%

)

"% &[ ]% 0 ,
% ! )!* 0 %!#

#)

" &!+

("# ,1 , (( ),
% ， （-）

其中!* 和!+ 是在赝自旋基矢｛ +〉， ,〉｝下的泡利

矩阵 "
考虑到目前实验技术可以实现的情况：#) 2

,+0 ,. 3，# 2 ,+,+ 45，#3 2 ,+0 ,, 3 和 $* %!! ) 2"#!
!#!$，在这种情况下可以忽略（-）式中含有 &% 的

项 " 为了处理问题方便，我们选择基矢

"〉$"%%（ ,〉0 +〉），

-〉$"%%（ ,〉( +〉）

（6）

分别表示电荷量子比特的基态和激发态 " 根据（%）

式，在旋波近似下，系统的哈密顿量（-）式在新的

基矢｛ "〉， -〉｝下可以简化为

) $ ,
% ! )%+ 0 7"-（,%( 0 ,1%0 ）("#,1 ,，（.）

式中，%+ 是新基矢｛ "〉， -〉｝下的泡利矩阵，%( ，

%0 是升、降算符，且

- $
"# )

%（#’ ( # )）
#

%"#( )
3

,&%

" （8）

它反映了电荷量子比特与光场的耦合强度 " 这里需

要指出是，文献［9］也曾得到过类似的哈密顿量 "
在相互作用绘景中，这个哈密顿量可以写成

（取"$ ,）

) : $ ,
%$%+ 0 7-（,%( 0 ,1%0 ）， （!）

式中$ $ ! ) 0#是电荷量子比特的本征频率与光

场频率之间的失谐量 " 这个哈密顿量与简单 );<=>?@
#ABB7=’? 模型的哈密顿量很相似［,+，,,］" 经过计算，

得到该系统的时间演化算符 .（ /）$ >CD（ 0 7) : /）的

矩阵形式为

.（ /）$
# 0

0(, 0 ,10

,1 10(, # (( )
0

" （/）

这里令算符

# E
0 $ FG?&0/ E 7$%

?7=&0/
&0

，

10 $ -
?7=&0/
&0

，

其中，

&0 $ $
%

6 ( -%( )0 ,&%
，

0 $ ,1 , "
本文考虑初始时（ / $ +）整个系统处于直积态：

电荷量子比特处于混合态，量子化光场处于相干

态，相应的密度算符分别为

’F（+）$( "〉〈 " (（, 0(） -〉〈- ， （9）

’H（+）$#
I

2，0 $+

)2)$0

2！0" ！
>CD（0 ) %）2〉〈0 "（,+）

这里 +%(%,，其中($ + 和($ , 分别表示电荷量

子比特处在基态和激发态，( $ +J. 时电荷量子比

特处于最混合的状态，并且(, $ , 0*和(% $*（+

%*%,）具有相同的混合度；) $ ) >CD（ 7+），0— $
) % 是相干态光场的平均光子数 " 系统密度算符

随时间的演化为

’F0 H（ /）$ .（ /）’K（+）&’H（+）.1（ /）

$#
I

3，$ $ +
(3，$

# 0
0(,( 0 ,10（, 0(）

,1 10(,( # (
0（, 0(( )）

L 3〉〈$
# (

0(, ,10

0 ,1 10(, # 0( )
0

， （,,）

式中

(3$ $ )
3)$ $

3！$" ！
>CD（0 ) %）"

纯态系统的纠缠度可以用 MG= N>AB;== 熵来定

义，但混合态系统纠缠的度量非常复杂 " 对于 %&%
维的量子系统，OGGPP>Q?［,%］提出的通过求 FG=FAQQ>=F>
来度量系统纠缠的方法是比较方便可行的 " 已知

%&%维系统的密度算符’，这个系统的 FG=FAQQ>=F>
表示为

# $ B;C｛+，,, 0,% 0,- 0,6｝， （,%）

其中,,’,%’,-’,6 是非厄米矩阵

4 $’（%
5
, &%5

%）’
$（%5

, &%5
%）

的本征值的平方根 " 这里，’
$ 是’的共轭矩阵，%5

为泡利矩阵）" # 的值在 +—, 之间，# $ + 时系统没
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有纠缠，! ! " 时系统处于最大纠缠态，# $ ! $ " 表

示系统处于部分纠缠态［"%］&
本文研究的对象是一个 ’!(维的混合系统，

目前对于这类系统的纠缠还没有完备的度量方法 &
我们可以把它投影到 ’!’ 维 子空间求子空间的

)*+),--.+).，这种投影不会增加系统的纠缠，所有

子空 间 )*+),--.+). 的 平 均 是 整 个 系 统 纠 缠 的 下

限［"/，"0］& 现在我们利用投影算符

!" !（ #〉〈 # 1 $〉〈$ ）

!（ "〉〈" 1 " 1 "〉〈" 1 " ），（"%）

把整个系统投影到这个子空间，得到 ’!’ 维的密

度矩阵"" 为

""（ %）! !""（ %）!"

&"（ %） ， （"/）

式中

&"（ %）! 2-［!""（ %）!"］&
由（"’）式 得 到 子 空 间 的 )*+),--.+). 的 时 间 演 化

!"（ %），对所有子空间的 !"（ %）求权重平均，

!（ %）!
"
(

"
&"（ %）!"（ %）

"
(

"
&"（ %）

& （"0）

这就是整个系统的 )*+),--.+). 下限 &

% 3 结果及讨论

借助于数值计算，我们求出电荷量子比特与量

子化 光 场 系 统 在 不 同 初 始 条 件 下 随 时 间 演 化 的

)*+),--.+). 下限 !（ %）& 图 " 给出平均光子数 "—为

#3’ 和 ’# 时，对 于 不 同 初 始 混 合 度 #， 系 统

)*+),--.+). 下限的时间演化过程 & 从图 "（4）可以看

到，当 "—很小时电荷量子比特初始处于激发态（#!
"）和基态（#! #）系统的纠缠存在较大差别，初始为

激发态的纠缠度远高于初始为基态的纠缠度，最小

的纠缠出现在靠近基态的一边（###30），并且很特

别的是，电荷量子比特初始处于最大混合态（# !
#30）时比处于基态时的系统纠缠度高 & 从图 "（5）可

以看到，当 "—较大时电荷量子比特初始处于激发态

和基态的系统，其纠缠随时间的演化趋向一致，最

小纠缠出现在初态混合度最大（#! #30）处，纠缠的

时间演化曲线以#! #30 的截面呈现镜像对称分布 &
由此我们得出结论：在弱场中，电荷量子比特初始

的激发态对增加系统的纠缠影响很大；而随着平均

光子数 "—的增大，初始是基态的系统的纠缠度也在

提高，电荷量子比特初态的混合度成为影响系统纠

缠度的主要因素，当初态的混合度最大时，系统的

纠缠度最小，初态越接近纯态，系统的纠缠度越

大，而且初始#" ! " 6$和#’ !$的系统具有相同

混合度，其纠缠度随时间的演化也接近一致 &

图 " 对于不同的#，系统 )*+),--.+). 下限的时间演化 % !

#3"，$ ! #3#’ &（4）"— ! #3’，（5）"— ! ’#

我们关心的另一个问题是失谐量%对系统纠

缠的影响，这里仍选取 "— ! #3’ 和 "— ! ’# 的两种情

况做对比观察，图 ’ 给出对于不同的%，系统的

)*+),--.+). 下限随时间的演化 & 从图 ’（4）可以看

出，在 "—较小时系统的纠缠度随着% 的增加而迅

速减小，失谐量对系统的纠缠具有明显的抑制作

用；从图 ’（5）可以看出，当 "—很大时对应于不同%
的纠缠度随时间演化的最大值趋向相等，失谐量对

系统纠缠的抑制力减弱，但会影响纠缠振荡的周

期：% ! # 时纠缠振荡的周期较小，随着% 的增加

纠缠振荡的周期在明显地增大 & 这些现象表明：在

共振的情况下电荷量子比特和光场之间的耦合非常

强，而在非共振的情况下，由于光场和库珀对之间
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图 ! 对于不同的失谐量!，系统 "#$"%&&’$"’ 下限的时间演化

"( )*+，! ( )*)! ,（-）"— ( )*!，（.）"— ( !)

的耦合没有像共振时那么强，所以它们之间的纠缠

就会减弱 , 但当系统的平均光子数很大时，失谐量

对系统纠缠最大值的影响没有弱场时那么强，这时

光场强度成为影响系统纠缠的主要因素 ,

/ * 结 论

本文主要通过求 "#$"%&&’$"’ 下限，研究初态是

混合态的电荷量子比特和相干态光场之间的纠缠，

研究初态的混合度"及失谐量!对系统纠缠度的

影响 , 研究发现平均光子数 "—较小时，系统纠缠的

时间演化受初始条件的影响较大：电荷量子比特的

初态是激发态时系统的纠缠度最高，初态越接近于

基态系统的纠缠度越低，而且在初始处于最大混合

态"( )*0 时，其系统纠缠度明显高于初始处于基

态的纯态系统，同时失谐量!对系统的纠缠具有

明显的抑制作用 , 当平均光子数 "—很大时，电荷量

子比特初态的混合度成为影响系统纠缠的主要因

素：初态混合度最大的系统纠缠最小，初态为纯态

的系统纠缠最大，而且初态具有相同混合度"1 ( 1

2#和"! (#的系统，其纠缠随时间的演化接近一

致，失谐量!对纠缠的影响减弱，系统在时间演化

中的最大纠缠度没有因为!增大而减小，但纠缠

在时间演化中振荡的周期随着!增大而增大 ,
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