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根据量子不变量理论，同时考虑介观电容器极板间电子波函数的耦合作用和电路的耗散，研究介观 !"# 电路

系统在交流电流源作用下动力学的演化过程，并且得到描述系统量子态随时间的演化算符 *进一步的分析结果表

明，介观 !"# 电路系统的波函数将由任意的初态演化到一般的压缩态 *
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! < 引 言

对各种量子态的操纵不仅在验证量子力学基本

原理方面有重要的意义，而且在其他相关的领域也

发挥着重要的作用，尤其在量子信息领域更起着举

足轻重的作用，如在量子通信、量子计算机和量子隐

形传态中，量子态是信息的载体 *量子信息加工处理

归根到底是对量子态的操纵过程，因而人们提出了

许多制备量子态的方法 *例如，在数态上作用压缩算

子得到压缩数态、在相干态上作用得到压缩相干态，

还可以得到压缩热态、压缩克尔态等等 *近年来，随

着对纳米器件研究的深入，人们对可作为量子位或

量子逻辑门的有关纳米电子器件以及介观量子线路

中的有关电荷与电流的非经典量子效应等问题产生

了浓厚的研究兴趣［!—!(］，同时，人们对用电子学方法

制备量子态也产生了浓厚的兴趣［)—!=］*现有的研究

结果业已表明：若不考虑介观电容器极板间电子波

函数的耦合效应，在时变外源作用下，电路参数不变

的非耗散介观 "# 电路将由初始的真空态演化到相

干态 *文献［!’］研究了电路参数作阶跃函数变化的

介观 "# 电路量子态的变化，研究结果表明：通过保

持非耗散介观 "# 电路的固有频率不变，而使电路

参数作阶跃函数变化，就可将介观 "# 电路由初始

的真空态经相干态而演化到压缩相干态；由此进一

步分别制备出电荷与电流的压缩最小测不准态；通

过控制电感参数的改变，可使电荷（电流）的量子涨

落呈现出压缩与反压缩效应［"%］* 近几年来，许多文

献研究了有耗散介观 "# 的量子效应，得到了有益

的结论 *但大多只考虑了无外加电源或者有直流电

源的作用，同时忽略了电容器极板间电子波函数的

相干叠加效应 *考虑到在实际的介观电路系统中，不

仅耗散是客观存在的，而且在信息处理中一般是通

过交流电源来实现，因而在本文中我们研究交流电

源作用下的介观 !"# 电路量子态的演化 *

" < 哈密顿量

我们基于以下三个方面来考虑建立介观 !"#
电路模型 *一是在纳米尺度下，电容器件极板间的尺

寸达到电子波函数的相位相干长度，因而要考虑电

子在电容器件极板间输运时发生的耦合效应 *二是

介观电路中电阻总是存在的，所以实际电路的耗散

也必须考虑进来 *三是信息的传输和处理一般是通

过交流电源来实现，因而我们要考虑交流电流源对

介观电路作用 *基于以上考虑，我们得到如下描述的
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介观 !"# 并联电路的拉格朗日函数［!"］：

"（!，!
·
，$） [# "

! #!
·! $ "

! " % "
! %& &( )! !!

$!’ ’］()*（"$）， （"）

’ ’ # ’+,-’#() $， （!）

式中，"，# 分别为系统的电感与电容，!为电感上

的磁通量，" #（!#）$ "，
"
! % & &!!! 为极板间耦合能

量项 % &（" $ ,-’$）取二级近似的结果［!!，!.］，%& 为约

瑟夫森结耦合能量常数项，’ ’ 为外加交流电流源，

’+ 为电流峰值，#()是外加电流源的频率 /系统的机

械动量为 ( # #!
·

，其中 ( 代表电容上的电荷 / 由拉

格朗日函数可以得到系统的运动方程

#!0 % "
!!

·

% "
" % %& &( )! ! # ’ ’ / （.）

系统的正则动量为

) # !"
!!

· # #!
·

()*（"$）# (()*（"$）/ （1）

系统的哈密顿量可以由方程

* # !"
!!

·!
·

$ "

得到，

* # )!

!#()*（$"$）

[% !!

!" %
%+&!

! !
! %!’ ’（ $ ]） ()*（"$）/ （2）

根据正则量子化的方法，我们将 )，!看作算符，且

)，!满足正则对易关系［!，)］# 3%/进一步引入产

生算符和湮没算符（%# "），

! # "
!#!#

（, % % ,）， （4）

) # 3 ##!!（, % $ ,）/ （5）

方程（2）可表示为

*（ $）##,-’6（"$） , % , %( )"
!

% #! ’376（"$）（, %! % ,!）% -（ $）（, % % ,）/

（8）

这里，

-（ $）#
’+,-’（#() $）

!#! #
()*（"$），

#! # "
"# %

% & &!

!# /

设描述系统量子态的波函数为 &（ $）〉，满足如下

薛定谔方程：

3!$
!$ &（ $）〉9 # .*（ $）&（ $）〉/ （:）

方程（:）是一个含时薛定谔方程 /求解含时薛定谔方

程的方法有规范变换［!1］、（尝试波函数）相干态［!2］、

路径积分［!4］和量子不变量理论［!5］/本文中我们用量

子不变量理论方法来研究介观 !"# 电路系统量子

态随时间的演化 /

. ; 厄米不变量

根据不变量理论，为了求解含时薛定谔方程

（:），可先寻找一厄米不变量 ./（ $），./（ $）满足如下

方程：

</
< $ "

!
!$

./（ $）% "
3［

./（ $），.*（ $）］# =/ （"=）

根据 >(?3’ 和 @3(’(7A(B<（>@）厄 米 不 变 算 符 理

论［!8，!:］，一般而言，厄米不变算符 ./（ $）的本征态

0，1，2〉不满足含时薛定谔方程，但若是对其进行

一个相位因子修正，波函数 ()*（ 3’2 ） 0，1，2〉便能

够满足含时薛定谔方程，其中相位因子由下式确定：

’ ##
$

=

〈0，1，2 3 !
!$C $ .*（ $( )） 0，1，2〉<$C /（""）

系统的态函数 &（ $）〉为

&（ $）〉# $
2
#2 ()*（3’2） 0，1，2〉， （"!）

式中的展开系数 #2 与时间无关 /根据 >@ 厄米不变

算符理论，我们构造如下算符：

./（ $）# 3［ 0（ $）］4［ 1（ $）］5D = 4 %［ 1（ $）］3 %［ 0（ $）］，

（".）

式中，

5D = # , % , % "
! ，

0（ $）#("（ $）()*［3$"（ $）］，

1（ $）#(!（ $）()*［3$!（ $）］，

3［ 0（ $）］# ()*（ 0,D % $ 0% ,），

4［ 1（ $）］# ()* 1%
! ,! $ 1

! , %( )! /

这里的 3（ 0）和 4（ 1）分别代表平移算符和压缩算

符 /利用如下算符关系：

3（0）,3%（0）# , $ 0，
3（0）,% 3%（0）# ,% $ 0%，

4（1）,4%（1）# ,,-’6(! % ,% ’376(!()*［3$!（ $）］，
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!（ "）# ! ! !（ "）

" # ! #$%&!’ ! #%()&!’ *+,［- ("’（ $）］，

可以将算符 %&（ $）改写为

%&（ $）" ’. / #$%&’!’ !
%()&’!’

’ # !’ *+,（("’）

! %()&’ "
’ #’ *+,（- ("’）

- (（ $）# ! - (!（ $）# ! )（ $）， （01）

式中，

(（ $）" *（ $）#$%&’!’ ! *!（ "）%()’!’ *+,（("’），

)（ $）" *! *［#$%&’!’ ! %()&’!’ #$%（’"0 -"’）］2
将方程（3）和（01）代入方程（0/），可以证明当参数

*（ $）和 "（ $）满足如下微分方程组时算符 %&（ $）是一

个量子不变量：

4!’

4 $ " -#56)&’!’ %()"’ %()$$， （07）

4"’

4 $ "##$%&$$ - (#%()"’ %()&$$

-##$5’!’ %()&$$*+,（- ("’）， （08）

4 (
4 $ " (［ +（ $）%()&’!’ *+,（("’）- +（ $）#$%&’!’

- (##$%&$$ !#(! %()&$$］， （09）

4)
4 $ " (（ +(! - +(）2 （03）

令 ,〉为算符 ’. / 的本征态，则不变量 %&（ $）的本征

态为 -［ *（ $）］!［ "（ $）］ ,〉，即

*，"，,〉" -（ *）!（ "） ,〉2 （0:）

因而有外源作用的介观 ./0 电路体系的量子态为

%（ $）〉" -［ *（ $）］!［ "（ $）］"
,
0, *+,（(&,） ,〉，

（’/）

式中，0, 为与时间无关的系数，&, 为相位 2（’/）式

表明，%（ $）〉可表为不变量 %&（ $）的本征态的相干

叠加 2并且，由（’/）式可以明显看出，系统的波函数

%（ $）〉中有平移算符 -（ *）和压缩算符 !（ "），所以

随着时间的演变系统的态 %（ $）〉将演化到广义上

的压缩态 2
相位&, 可分成两部分，即

&, " ", !’, ， （’0）

式中，", 为 ;< 几何相位，具有参数空间中的几何特

征，描述了系统的整体性或几何性，其值依赖于路径

或中间态，即不只依赖于系统的初态和末态；而’,

为动力学相位，描述系统的量子态随时间的演化 2 ",
和’, 分别为

", "#
$

/

〈 *，"，, ( !
!$= *，"，,〉4 $= ， （’’）

’, " -#
$

/

〈 *，"，, %1（ $=） *，"，,〉4 $= 2 （’>）

利用如下算符关系：

-［ *（ $）］" *+,［ *#. ! ］*+,［- *! #. ］*+, - 0
’ **[ ]! ，

!［ "（ $）］" [*+, - 0
’ *+,（("’）56)&（!’）#. !’］

? *+,［- @)（#$%&!’）’. /］

? *+, 0
’ *+,（- ("’）56)&（!’）#.[ ]’ ，

!
!$-［ *（ $）］" # ! - 4 *

4 $ - -［ *（ $）］# 4 *!
4 $

- 0
’ * 4 *!

4 $ - *! 4 *
4( )$ -［ *（ $）］，

!
!$!［ "（ $）］" - #’

’ (! (*+,（("’）56)&!’
4"’

4 $

! *+,（("’）%*#&’
!’

4!’

4 )$
!（’. / ! ! # !’ *+,（("’）56)&!’ !）

? - 56)&!’
4!’

4( )$

! ! #’

’
4（*+,（- ("’）56)&!’）

4 $ ，

可以得到

", "#
$

/

(
’ *! 4 *

4 $= - * 4 *!
4 $( )= 4 $=

- ’,#
$

(
/

%()&’
!’

4"’

4 $ )= 4 $= ， （’1）

’, " - ’,#
$

/

［##$%&$$#$%&’!’

-#%()&$$%()&’!’ #$%"’］4 $=

-#
$

/

2（ $=）4 $= ， （’7）

式中

2（ $）"#*! *#$%&$$ ! #’ %()&$$（ *!’ ! *’）

! +（ *! ! *）2

1 A 压缩效应

方程（’0）可以改写为
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!! ! ""（ "）#! ##（ "）， （$%）

式中，

"（ "）!!
"

[
&

’()*$
$$

+%$

+ ", #&-.’*’"-.’*$$

"&’()*’"’()*$$ -.’% ]$ + ", ， （$/）

#（ "）!!
"

&

(
$ $" + $

+ ", " $ + $"
+ "( ), " %（ ",）+ ", 0（$1）

由（$&）式得到

(（ "）〉! &［ $（ "）］’［ (（ "）］234（(#（ "））

5#
!
)! 234［" ("（ "）#6 &］ !〉0

当 " ! & 时，

(（&）〉! &［ $（&）］’［ (（&）］#
!
)! !〉，

#
!
)! !〉! ’7［ (（&）］&7［ $（&）］(（&）〉0

因而介观电路系统的波函数可写为

(（ "）〉! 234（(#）&［ $（ "）］’［ (（ "）］234（" (##
6
&）

5 ’ #［ (（&）］& #［ $（&）］(（&）〉0（$8）

相应的时间演化算符 *+（ "）为

*+（ "）! 234［(#（ "）］&［ $（ "）］’［ (（ "）］

5 234［" ("（ "）#6 &］’ #［ (（&）］& #［ $（&）］，

（9&）

且

*+ 7（ "）! 234［" (#（ "）］&［ $（&）］’［ (（&）］

5 234［("（ "）#6 &］’ #［ (（ "）］& #［ $（ "）］0
在海森伯绘景中玻色产生和湮没算符的时间演化为

,6（ "）! + #（ "）,+（ "）

! ,-:（ "）# , # -$（ "）# -9（ "）， （9:）

,6 #（ "）! + #（ "）, # +（ "）

! , # -":（ "）# ,-"$（ "）# -"9（ "），（9$）

式中，

-:（ "）! -.’*$$（&）-.’*$$ 234（" ("）

" ’()*$$（&）’()*$$ 234［(（" #%$ "%$（&））］，

-$（ "）! ’()*$$（&）-.’*$$ 234［" (（" "%$（&））］

" -.’*$$（&）’()*$$ 234［(（" #%$）］，

-9（ "）! $ " $"（&）-$ " $（&）-: 0
设系统的初态为相干态 !〉，则任一时刻系统的量

子态为

(（ "）〉! +（ "）!〉0 （99）

不难得到在 (（ "）〉下，磁通量)和电荷 . 的量子

涨落为

〈（!)）$〉! :
;)&

［-.’*$$$（&）-.’*$$$ # ’()*$$$（&）-.’*$$$

" ’()*$$$（&）’()*$$$-.’（$" #%$ "%$（&））

# ’()*$$$（&）-.’*$$$-.’（$" "%$（&））

" -.’*$$$（&）’()*$$$-.’%$ # ’()*$$$（&）

5 ’()*$$$-.’（$" # $%$ "%$（&））］， （9;）

〈（!.）$〉! )&
;［-.’*$$$（&）-.’*$$$ # ’()*$$$（&）-.’*$$$

" ’()*$$$（&）’()*$$$-.’（$" #%$ "%$（&））

" ’()*$$$（&）-.’*$$$-.’（$" "%$（&））

# -.’*$$$（&）’()*$$$-.’%$ " ’()*$$$（&）

5 ’()*$$$-.’（$" # $%$ "%$（&））］0 （9<）

由（9;）和（9<）式可以知道，适当调节变量$$ 和

%$ 就可以得到在分量)或者 . 上更小的量子涨落，

这就说明分量)或者 . 存在压缩效应，同时也说明

介观电路系统的态处于一个压缩态 0 从图 : 可以清

楚地 看 到 压 缩 效 应 的 存 在 0 图 : 是 在 初 始 时 刻

$$（&）! & 情况下，分量)和 . 的量子涨落随着变量

$$ 和%$ 在时间上的演变，此时表达式为

〈（!)）$〉! :
;)&

［234（$$$）（: " -.’%$）

# 234（" $$$）（: # -.’%$）］，（9%）

〈（!.）$〉! )&
;［234（$$$）（: # -.’%$）

# 234（" $$$）（: " -.’%$）］0 （9/）

图 : 磁通量和电荷的涨落随变量$$ 和%$ 的变化

（=）〈（!)）$〉，（>）〈（!.）$〉
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图 ! 中塌陷的地方说明了压缩效应的存在，并且比

较图 !（"），（#）可发现是在分量!和 ! 上交替压缩 $

图 % 磁通量和电荷的涨落随变量 &"’("% 的变化

（"）〈（!!）%〉，（#）〈（!!）%〉

图 % 是在条件"%（)）* )，" * !，# * !，+,-$% *
)./ 情况下，分量!和 ! 的量子涨落随 &"’("% 变

化的时间 演 化 图，从 图 %（ "）中 可 以 看 出，当

&"’("% 0 )./ * +,-$%时〈（!!）%〉的取值小于 ).%1，说

明分量!上有压缩效应，同样从图 %（#）中可以看

出，当 &"’("% 2 3 )./ * 3 +,-$% 时〈（!!）%〉的取值小

于 ).%1，说明分量 ! 上有压缩效应 $

1 . 结 论

由（/)）式可知，演化算符中不仅有平移算符，而

且含有压缩算符，表明随着时间的演化介观电路系

统会处于广义压缩态，即磁通量!和广义动量 ! 之

间有压缩效应 $从描述介观电路系统的哈密顿量（1）

式可知，这种压缩效应的来源有两个：一是介观电容

器两极板间电子波函数的相干叠加所引起的非线性

效应，二是来自介观电路体系的耗散作用 $而且压缩

效应与外加电源无关，是来源于介观电路系统本身

的量子特性 $本文的结论有利于介观电路的设计和

研究 $
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