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通过将 ()*+所定义的扩展系统哈密顿量推广到刚性多原子分子系统中，严格地推导了刚性多原子分子在正则
系综下的运动方程 ,在此基础上，证明了依靠所给出的运动方程能得到平衡态的正则分布，并给出了该方程所对应
的可逆而守恒的积分格式 ,
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" B 引 言

刚性多原子分子是分子动力学模拟中一类非常

重要的分子模型［"—%］,这类模型的模拟一般有两种
可供选择的方法：一种是将其中的各个原子视为相

互之间存在约束的作用点，例如 C.DE4 或者
FDGGH4算法［%］，另一种方法是计算整个分子受到
的作用力和力矩，利用刚体运动方程求解系统的

演化［%，’］,
C.DE4或 FDGGH4算法虽然操作简便，但是求

解中的迭代过程不仅影响计算效率，还使系统的演

化不可逆，哈密顿量也不能保证守恒，从而影响系统

的平衡态系综分布和长时稳定性［/，-］,利用刚体运动
方程的方法存在着对刚体转动离散化的困难 ,传统
处理方法所采用的预测5校正格式或者 I8<:;76提出
的准蛙跳格式都不能保证系统在演化过程中的可逆

性和守恒性［"，%，-］,近年来，J@99K+L+M等［/］和 N899+M !
等［-］重新建立了微正则（!"#）系综下刚体转动的哈
密顿方程，并给出了刚体转动的离散化格式 ,这些格
式能够很好地满足可逆性和守恒性的要求，但是如

何将它们推广应用于更为常用的系综，如正则

（!"$）系综、等温等压系综等，文献中尚未见有
报道 ,
本文在前人工作的基础上，利用 ()*+［$］定义的

扩展系统的哈密顿量，严格地推导了刚性多原子分

子在 !"$ 系综下的分子动力学方程，证明了所给出
的方程能得到平衡态的正则分布，并给出了该方程

的可逆而守恒的离散化格式 ,

& B 刚性多原子分子的转动动力学

按照经典力学，刚性分子的运动可以分为质心

的平动和绕质心的转动 ,在分子动力学中，对转动的

描述通常采用四参数（ %#，%"，%&，%2）代替欧拉角!，

"，#作为广义坐标
［%，’］,通过引入与四参数耦合的广

义角动量（$#，$"，$&，$2）和哈密顿量 &，N899+M !
等［-］构造了一套对称的转动哈密顿方程
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式中耦合角动量为
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这里，*) 和%)（ ) O "，&，2）分别表示刚体在联体坐标

系三个主轴方向的转动惯量和角速度，+)’是正交单

位矩阵 ! 的元素，各符号中的下标 ( 表示第 ( 个分
子所对应的物理量 ,
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而广义哈密顿量为
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式中，%$ 是分子质量，"$ 是第 $ 个分子的动量，

"（#，$）是系统的相互作用势能 ’
将（+）式代入到上述哈密顿方程（#）和（$）中，

得到
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根据上述定义，#&(是矩阵! 的元素：
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（,）和（*）式构成了转动的哈密顿方程 ’

% / 刚性多原子分子正则系综的分子动
力学算法

上述的转动哈密顿方程和平动的哈密顿方程一

起构成了刚性多原子分子在 #*+ 系综下的控制方
程 ’如果能够定义 0123虚时间系统下刚性多原子分
子的哈密顿量，并假设虚时间系统下遵循哈密顿方

程，就能够得到刚性多原子分子的 01234511637 方
程［*］’能够证明，这样构造的 01234511637 方程的确
能得到正则系综的平衡态分布 ’

!"#" $%&’()%%*’+方程

假设在 0123定义的虚时间系统下，哈密顿量可
以表述为
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式中，, 是 0123所引进的动力学变量，-, 是 , 的耦合
动量，. 是质量参数，/ 是待定整数，与系统自由度
有关，而 039:是 #*0 系综的温度参数［*］’
将上述哈密顿量应用到哈密顿方程，时间系统

转化为实时间 ’并令$! ;< ,，1$"-$=. ! ,·= ,，可得
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在实时间系统下，
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!"," 系综分布

为了分析所构造方程决定的平衡态分布，首先

需要分析系统的守恒量，然后定出独立变量，并根据

运动方程计算相空间压缩率%（&2，2），最后确定该
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动力学方程所决定的系综分布［!，"#］$
由（""）—（"%）式定义的 &’()*+’’,)- 方程 !&’()

是守恒的，这是因为
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将（""）—（"%）式代入（"8）式得
!&’() / /， （"!）

式中 / 为常数 $
在一般的分子动力学模拟中，还要求系统总的

线动量为零，即
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由于系统总线动量为零，系统质心保持不变，动量和

坐标的三个方向各少一个独立变量 $故对于质心平
动部分，采用以下的变量形式：
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对于转动方程（"2）和（"1），由于 *4# 0 *4" 0 *44 0 *42 /
"，同时
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这样，相空间的压缩率
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与方程（""）—（"%）对应的配分函数可表述为
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这里，#;# 表示只对独立变量进行积分，例如 *# #，*" #
和 *4 # $ #4是%（&"，"）关于 " 的原函数，而
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对（4:）式积分，设空间维数为 2，则有
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利用$函数的性质，对#积分后可得
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为正则配分函数的形式，所对应的分布是正则系综

的平衡态分布 $

!"!" 离散化格式

为了得到可逆而守恒的离散化格式，我们首先
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计算 !"#$%"&&’算符［((］，

"!)* + "!
!
!!

+!
#
!·# !!!#

,!
#
"·# !!"#

,!
#
!

$
%·$ !!%( )

$ #

,!
#
!

$

""$
!
!"( )

$ #
, "#
!
!#

, &·#
!
!&#

- （.(）

将上述的 )#/’0*##%’1方程代入（.(）式，并记

"!’ +!
#
!·# !
!!·#

+ !
#

"#

(#

!
!!#
， （.2）

"!& +!
#

3!$（!，#）
!!#

!
!"#
， （..）

"! 1#4，% +![
#
!

$
!

(

(
5 ) 3(( !

.

* + 6
"*+( )(* +( )($

!
!% ]

$ #
，

（.5）

"! 1#4，" +![
#
!(

$
!

(

(
5 ) 3(( !

.

* + 6
"*+( )(* %($

3!$（!，#）
!% )

$

!
!" ]

$ #
， （.7）

"! 1#4 ""! 1#4，% , "! 1#4，"， （.8）

"!,&
+!

#
3

&#
- "#·

!
!"#
，

（.9）
"!,"

+!
#
!

$
3

&#
-"$

!
!"( )

$ #
，

"!# +
&#
-
!
!#
，

（.:）
"!&# (+ !

#

"2
#

(#
, (

5!# ) 3(# !
.

$ + 6
"$+( )#$

2

3 !*; . )’<4 !
!&#
，

"!, + "!,&
, "!,"

, "!# , "!/
#
， （.=）

0 +!
#

"2
#

(#
, (

5!# ) 3(# !
.

$ + 6
"$+( )#$

2

3 !*; .’<4 - （56）

使用 >1#44’1公式［((］将算符 ’<?（"!)*#1）分解，
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由于（7）式定义的哈密顿量可以按照三个主轴方向
分解，
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式中 4*，#表示分子 # 的第 * 个主轴方向转动动量对
系统动能的贡献，
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"! 1#4，5为转动部分对系统势能的贡献，
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这样，
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采用 B"&&’1 $等［9］的建议，与 ’<?（ "! 1#4，*#1）对应的
离散化形式为
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其中’* 为对应分子的第 * 个主轴方向的力矩 -对算
符 ’<?（"!,#1），利用 >1#44’1公式［((］分解得到
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采用-./012.等［33］的建议，（+,）及（(3）式中算符
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离散化格式分别为
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（(8）—（(9）和（+3）—（+7）式构成了刚性多原子
分子 :;<!=>;;?!/ 方程的离散化格式 * 由于基于
@$;A?$BB!方程，这种类似于速度 C!/B!0格式的离散化
方程具有对称性和守恒性的特点［33］*不仅如此，从
单原子分子的 +,- 系综速度 C!/B!0 离散化格式的
程序出发，通过逐一加入各个算符，（(8）—（(9），
（+3）—（+(）式就可以实现对刚性多原子分子正则系
综的模拟 *

( D 结 论

本文在前人工作的基础上，利用虚时间系统下

的哈密顿方程，严格地推导出了适用于刚性多原子

分子正则系综的运动方程，证明了系统按照所推导

方程演化会得到正则系综的平衡态分布，并给出了

方程所对应的可逆而守恒的离散化格式 *所推导的
方程和得到的离散化格式可以方便地应用到刚性多

原子分子正则系综的分子动力学模拟中 *
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UUN.1期 余大启等：刚性多原子分子的正则系综分子动力学算法


