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根据由赝势法得到的非理想玻色气体的自由能和状态方程，研究了相互作用对凝聚温度的影响 (从热力学角

度揭示了存在引力作用时定压热容量、等温压缩系数、定压膨胀系数的反常热力学特性 (研究了引力作用下玻色气

体系统的不稳定性，给出了不稳定性的温度判据和粒子数密度判据 (
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#, 引 言

自 #--% 年以来，由于囚禁超冷玻色气体实验的

成功［#—*］以及囚禁超冷费米气体实验的进展［%—!］，

使得超冷量子气体理论成为人们关注的研究领域 (
对玻色.爱因斯坦凝聚（/+0）的理论研究是多方面

的，而相互作用对 /+0 的影响是备受关注的研究领

域之一 (相互作用对 /+0 的临界温度以及凝聚体的

稳定性有着重要影响［&，-］(研究表明，对于空间均匀

的非理想玻色气体，若 1 波散射长度 ! 2 $，即相互

作用为排斥势时，粒子波函数的非线性薛定谔方程

有稳态解，可以形成稳定的凝聚；若 1 波散射长度 !
3 $，即相互作用为吸引势时，会导致极其复杂的现

象发生，不能形成稳定的 /+0，这是因为粒子间的有

效吸引作用将引起凝聚体的崩塌 (理论又预期若气

体中的原子数充分少，原子间的相互吸引作用非常

弱且处于外场中时，凝聚体可以出现亚稳态［#$］；若

上述条件不满足时，凝聚体的衰变和崩塌也有学者

讨论过［##—#)］( 文献［#*］对处于重力场光晶格中的

/+0 的“4566789.:;59< 定域”方式和“=56>5?.@8689 隧

穿”方式的量子隧穿进行了理论和数值研究，给出了

与实验数据符合较好的亚稳态的衰变率及其对温度

的依赖关系 (文献［&］的研究还表明，具有相互吸引

作用的原子体系在球对称简谐势阱中的 /+0 可以

呈现双稳态 (
本文依据由赝势法得到的非理想玻色气体的自

由能和状态方程，借助热力学理论研究相互作用对

于空间均匀的非理想玻色气体热力学性质及系统状

态稳定性的影响 (给出相互作用对于临界温度的影

响解析表达式 (从热力学角度揭示存在引力作用时

玻色气体定压热容量、定压膨胀系数、等温压缩系数

的反常热力学特性 (研究相互作用对系统稳定性的

影响，给出引力作用时系统不稳定性的温度判据以

及粒子数密度判据 (

" , 相互作用对临界温度的影响

考虑处于体积 " 内 # 个存在弱相互作用的无

自旋的玻色粒子组成的气体系统，并设无外场存在、

系统是空间均匀的 ( ! 为粒子间二体相互作用的散

射波长度，满足弱相互作用条件
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式中，!B %
（"!&’(）#A" 为热波长，% 为普朗克常数，’

为玻尔兹曼常数，& 为粒子质量，( 为热力学温度，

$ B "
# 为每个粒子平均占据的体积 ( 满足上述条件

的非理想玻色气体的自由能 ) 为［#%］
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式中，! !"表示理想玻色气体的自由能 !（"），

## $ !%

$%&’（(）$ !%
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，

"（%）$ $%（(）为黎曼)泽塔函数 * 方程的适用条件

中，"$
%+

" $ +，
(
"，

’
"，⋯，( 表示处于 ! $ + 状态的

粒子分数 *"
—

$ + 相应于系统的“气相”（& , &#），"
—

,

+ 相应于系统的“凝聚相”（& - &#），以下我们改用温

度表示公式的适用范围 * 利用自由能的表达式求得

非理想玻色气体的压强为［(.］
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（0），（.）两式中的第一项均为相应温度范围内理想

玻色气体的压强 *
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为玻色积分，其中 * 是无相互作用玻色子的“虚构”

系统的逸度，即为理想玻色气体的逸度，+" *"( *
利用（0）或（.）式可以求得非理想玻色气体的临

界温度与散射波长度及压强之间满足的关系 * 注意

到在弱相互作用条件下第二项很小，将起微扰作用，

且在临界温度状态 $%（ *）$"（%），与体积无关，为此

可先求出未微扰情况下临界温度的零级近似，进而

求得具有相互作用时临界温度的一级近似为
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将（4）式与理想玻色气体（+ $ +）的结果［(4］

&# $ .4&. /’&.

（’%,）%&. ) "( )[ ].
’
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进行比较，可以看出：存在吸引作用的玻色体系其

&# 高于理想玻色气体；存在排斥力作用的玻色体系

其 &# 低于理想玻色气体 *

% 7 相互作用对有关热力学性质的影响

下面研究相互作用对玻色气体定压热容量、定

压膨胀系数、等温压缩系数等热力学性质的影响，讨

论存在引力相互作用时，系统上述热力学量的反常

性质及其对应的温度条件和粒子数密度条件 *

!"#" 定压热容量

利用（’），（%）两式求得非理想玻色气体的内能

及定容热容量分别为
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式中 2 $ 0!+#’

, ，反映了粒子间的二体相互作用 * 2 $ + 表示理想玻色气体；2 , + 表示斥力作用；2 - + 表示

引力作用 *
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在求解相关热力学性能时，与物态方程有关的热力学偏导数可直接由（’），（(）两式求得，
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这里 * " ’
& 为粒子数密度 &利用以上结果，求得弱相互作用玻色气体的定压热容量为
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注意到 %!%+ 时，"( )%
! 发散，!! " 2 &由此可知，对

于理想玻色气体 +$%+ , 2 发散 & 对斥力作用的玻色气

体（) * 2），由（%2），（%%）式以及（%0），（%1）式可知，在

所有温度范围总有 +$ * +& & 对引力作用的玻色气

体（) . 2），由上述关系式以及 ) 的定义可知，若粒

子数密度一定，当温度满足

% . !* - .!

"/(
"%$!（ #）
"#$!（ #）

时，系统将出现 +$ . +& 的反常情况，这显然是违反

热力学第一定律的，所以这种状态不可能存在；而当

% * !* - .!

"/(
"%$!（ #）
"#$!（ #）

时，系统是满足 +$ * +& 的正常状态 &我们定义一个

特征温度 %3，

%3 " !* - .!

#/(
"%$!（ #）
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显然 %3 * %+ & 由上述讨论可知粒子数密度一定时，

% . %3 的状态不可能存在 &通过（%2），（%0）式以及 )

的定义可知，对存在引力作用的玻色气体，温度一定

时（该温度满足 % * %+），存在一个粒子数密度的特

征值 *+，
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当 * * *+ 时 +$ . +&，而 * . *+ 则对应 +$ * +& 的
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正常状态 !

!"#" 定压膨胀系数

利用（"#），（"$）式求得非理想玻色气体的定压

膨胀系数
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对理想玻色气体（’ % .），由（’’），（’)）式可知，若 "

!", 时!发散 !对非理想玻色气体，若为斥力作用

时，!+ .；"". 时，!". ! 若为引力作用，在 " - "/

或 & + &, 时，系统将出现!- . 的反常热力学性质 !

特征温度 "/ 和粒子数密度的特征值 &, 再次作为系

统存在引力作用时反常热力学性质的判别准则 !

!"!" 等温压缩系数

利用（"0），（"&）式求得非理想玻色气体的等温

压缩系数为
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由（’0），（’&）式可知，理想玻色气体在 "! ", 时$"

发散 !对非理想玻色气体，若系统存在斥力作用时

$" + .；若系统存在引力作用，且 " - "/ 或 & + &,

时，系统将出现$" - . 的反常情况 !

0 1 相互作用对稳定性的影响及不稳定

性判据

不同于从粒子波函数的非线性薛定谔方程解的

稳定性角度研究相互作用对于玻色气体系统稳定性

影响的方法，本文从热力学角度研究相互作用对玻

色气体系统稳定性的影响，并给出引力作用时系统

不稳定性的温度判据和粒子数密度判据 !这不仅有

助于从宏观角度对 234 的理解与认识，也便于从宏

观角度对不稳定性进行判别 !
非理想玻色气体系统存在斥力作用时（’ + .），

由（"0），（"&）式可知，!#
!( )! "

- .，对（".），（""）式分

析可知，’ + . 时 (! + .，这说明系统是稳定的 !若系

统存在引力作用时（’ - .），由（"0），（"&）式可得，当

" - "/ 或 & + &, 时 !#
!( )! "

+ .，系统将出现不稳

定性 !
综上所述，无外场时，存在斥力作用的玻色气体

系统是稳定的；而存在引力作用的玻色气体系统在

一定的条件下会出现不稳定性，系统出现不稳定性

的温度判据为

" - "/ ! （’#）

出现不稳定性的粒子数密度判据为

& + &, ! （’$）

由于 "/ + ",，所以存在引力作用的空间均匀的非理

想玻色气体不仅不能形成 234，而且只有在 " + "/

或 & - &, 的状态才是稳定的 !
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