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研究单面完整约束系统的对称性与守恒量 (给出单面完整约束系统 )*+对称性的定义，得到了由依赖于速度的
一般 )*+对称性直接导致的 ),-./0守恒量，并给出了它的若干特例：有多余坐标的完整约束系统、非保守力学系统、
)123142+系统的 ),-./0守恒量 (并举例说明结果的应用 (
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!国家自然科学基金（批准号："$!6!$!"）和江苏省高校自然科学基金（批准号：$&789"5$"5#）资助的课题 (

" : 引 言

用对称性方法研究力学系统的守恒量是数学物

理科学，特别是分析力学的一个近代发展方向 ( )*+
对称性是微分方程在无限小变换群作用下的不变

性［"，!］( "’6’年，),-./0将 )*+方法引入到力学研究领

域，提出了使力学系统的运动微分方程不变的 )*+
对称性的概念［5］，随后进一步得到了 )123142+ 系统

的点对称性导致的非 ;<+-=+3守恒量［&，#］，以及在时

间不变（即!! > $）的特殊无限小变换下，)123142+系

统的速度依赖对称性导致的非 ;<+-=+3守恒量［?—’］，

称这些非 ;<+-=+3守恒量为 ),-./0守恒量［"$］(近来，

关于速度依赖对称性和 ),-./0守恒量的研究已取得

了一些进展［"$—"5］，但研究尚限于双面约束系统 (本

文进一步研究单面完整约束力学系统的 )*+对称性

与守恒量，得到了在一般的无限小变换下，单面完整

约束系统的速度依赖对称性导致的 ),-./0守恒量 (
作为特例，文中给出了有多余坐标系统、非保守力学

系统、)123142+系统的 ),-./0守恒量 (本文结果具有

普遍意义，它是文献［&—"!］给出的 ),-./0守恒量的

进一步推广 (

! : 系统的运动微分方程

设力学系统的位形由 " 个广义坐标 #$（ $ > "，

⋯，"）来确定，其运动受有 % 个单面理想完整约束
&!（ !，!）" $ （! > "，⋯，%）， （"）

则系统的运动微分方程可表为［"&］

’$（(）> )$ @"!
"&!
"#$
（ $ > "，⋯，"）(（!）

对每一个!，有

"!" $，&!" $，"!&! > $， （5）

其中 ’$ > A
A !
"
"#·$

B ""#$
为 C,D+3算子，( 为系统的

)123142+函数，)$ 为非势广义力，"! 为约束乘子 (注

意到方程（!）并不封闭，这是由于单面约束（"）的存
在，系统的速度改变是不连续的 (为使方程（!）封闭，
还须考虑沿约束超曲面的连接条件［"#］，例如，设约

束超曲面是绝对光滑的且碰撞是完全弹性的 (
若系统处于约束上，即约束方程（"）取等号，设

系统非奇异，则可解出约束乘子"! 作为 !，!，!·函

数，而方程（!）成为
’$（(）> )$ @#$， （&）

其中
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!! ! !!（ "，!，!·）!"#（ "，!，!·）!
##
!$!

" （#）

展开方程（$），有

$% ! ! %!（ "，!，!·） （ ! ! &，⋯，&）" （’）
若系统脱离约束，即约束（&）中不等号严格成

立，方程（(）成为
’!（(）! )! " （)）

展开方程（)），有

$% ! ! *!（ "，!，!·） （ ! ! &，⋯，&）" （*）

+ "系统的 ,-.对称性

取时间和广义坐标的群的无限小变换为

"! ! " /$%（ "，!，!·），

$!!（ "!）! $!（ "）/$&!（ "，!，!·）
（ ! ! &，⋯，&）， （0）

其中$为小参数，%，&! 为无限小变换的生成元 "引
入无限小生成元向量

+（1） !%!!" /&!
!
!$!
， （&1）

其一次扩展

+（&） ! +（1） / 2—

2 "&! 3 $·!
2—

2 "( )% !
!$·!
， （&&）

其中

2—

2 " ! !!" / $·, !!$,
/

%,
!
!$·,
（在约束上），

*,
!
!$·,
（脱离约束）









 "

（&(）
在无限小变换（0）下，若系统处于约束上，方程

（’）的 ,-.对称性确定方程可表为
2—

2 "
2—

2 "&! 3 $·!
2—

2 "
2—

2 "% 3 (%!
2—

2 "% ! +（&）（%!），

（&+）
而当系统脱离约束时，方程（*）的 ,-.对称性确定方
程为

2—

2 "
2—

2 "&! 3 $·!
2—

2 "
2—

2 "% 3 (*!
2—

2 "% ! +（&）（*!）"

（&$）
定义 ! 如果无限小生成元%，&! 满足确定方

程（&+），（&$），则称相应对称性为与单面完整约束系
统（&），（(）相应的完整系统（’），（*）的 ,-.对称性 "
单面完整约束（&）在无限小变换（0）下的不变性

归为满足限制方程

+（1）（ ##）! 1 （在约束上）" （&#）
定义 " 如果无限小生成元%，&! 满足确定方

程（&+），（&$），以及限制方程（&#），则称相应对称性
为单面完整约束系统（&），（(）的弱 ,-.对称性 "
约束（&）对系统虚位移的限制可表为如下附加

限制方程：

!##
!$!
（&! 3 $·!%）! 1 （在约束上）" （&’）

定义 # 如果无限小生成元%，&! 满足确定方

程（&+），（&$），限制方程（&#），以及附加限制方程
（&’），则称相应对称性为单面完整约束系统（&），（(）
的强 ,-.对称性 "

$ 4 系统的 ,56789守恒量

为得到单面完整约束系统（&），（(）的新守恒量，
需要先给出两个重要关系式 "
首先，将运动微分方程（(）展开，有

$% ! !
-!,

.
!(
!$,

3 !
( (

!$·,!"
3 !( (
!$·,!$/

$·( /

/ ), /"#
!##
!$ )

,
， （&)）

其中 . ! 2.6［!( ( :!$·!!$·,］，-!,是行列式 . 中元

素!( ( :!$·!!$·, 的代数余子式 "从（&)）式，容易得到
关系

!%!

!$·!
3 !
!$·!

-!,

.（), /!,[ ]） / 2—

2 "（;<.）! 1

（在约束上）， （&*）

!*!

!$·!
3 !
!$·!

-!,

. )( ), / 2—

2 "（;<.）! 1

（脱离约束）" （&0）

其次，对于任意函数’（ "，!，!·），如果无限小生
成元%，&! 满足 ,-.对称性的确定方程（&+），（&$），则
容易验证沿着单面完整约束力学系统的动力学轨线

成立关系

2—

2 "+
（&）（’）! +（&） 2—

2 "( )’ / 2—

2 "%
2—

2 "’" （(1）

下面的定理给出了单面完整约束力学系统（&），
（(）的 ,-. 对称性导致的一类新守恒量———称之为
,56789守恒量 "
定理 ! 对于单面完整约束系统（&），（(），如果

无限小生成元%，&! 满足 ,-.对称性确定方程（&+），

1&&( 物 理 学 报 ##卷



（!"），且存在规范函数 !" # !"（ #，!，!
·），当系统处

于约束上时满足

$%
!!
!&·%

# $，!
!&·%

’%(

)（*( %"([ ]） # &—

& # !"，

（’!）
而当系统脱离约束时满足

+%
!!
!&·%

# $，!
!&·%

’%(

) *( )( # &—

& #!"， （’’）

则相应完整系统的 ()*对称性直接导致 (+,-./守恒
量，形如

," #!#%

!&%
% !
!&·%

&—

& ##% 0 &·%
!!
!&%

% !
!&·%

&—

& #( )!
0 - &—

& #! % .（!）（12)）0 .（!）（!"）

# 3425, 6 （’7）
证 由于

&—

& #," # &—

& [# !#%

!&%
% !
!&·%

&—

& ##%

0 &·%
!!
!&%

% !
!&·%

&—

& #( )!
0 - &—

& #! % .（!）（12)）0 .（!）（!" ]） 6（’"）

当系统处于约束上时，根据关系式（’$）和（!8），
并利用条件（’!），得到

&—

&#.
（!）（12)）# .（!） &—

&# 12( )) % &—

&#!
&—

&# 12)

# 0 .（!）
!$%

!&·%
0 !
!&·%

’%(

)（*( %"(( )[ ]）
0 &—

&#!
!$%

!&·%
% &—

&#!
!
!&·%

’%(

)（*( %"([ ]）

# 0 .（!）
!$%

!&·( )
%

% .（!） &—

&#!( )"

0 &—

&#!
!$%

!&·%
% &—

&#!
&—

&#!"

# &—

&#.
（!）（!"）0 .（!）

!$%

!&·( )
%

0 &—

&#!
!$%

!&·%
6

（’9）
由确定方程（!7），并利用条件（’!），经过运算，可以
得到

!
!&·

[
%

&—

& #
&—

& ##% 0 &·%
&—

& #
&—

& #!

0 ’$%
&—

& #! 0 .（!）（$% ]）

# &—

& [# !#%

!&%
% !
!&·%

&—

& ##% 0 &·%
!!
!&%

% !
!&·%

&—

& #( )!
0 $%

!!
!&·%

0 - &—

& # ]! 0 .（!）
!$%

!&·( )
%

0 &—

& #!
!$%

!&·%

# &—

& [# !#%

!&%
% !
!&·%

&—

& ##% 0 &·%
!!
!&%

% !
!&·%

&—

& #( )!
0 - &—

& # ]! 0 .（!）
!$%

!&·( )
%

0 &—

& #!
!$%

!&·%
6

（’:）
将（’:）式，（’9）式代入（’"）式，考虑到无限小生成元

!，#% 满足 ()*对称性确定方程（!7），有

&—

& #," # !
!&·

[
%

&—

& #
&—

& ##% 0 &·%
&—

& #
&—

& #!

0 ’$%
&—

& #! 0 .（!）（$% ]） # $6 （’;）

同理可证，当系统脱离约束时，有

&—

& #," # !
!&·

[
%

&—

& #
&—

& ##% 0 &·%
&—

& #
&—

& #!

0 ’+%
&—

& #! 0 .（!）（+% ]） # $， （’8）

于是，系统有守恒量（’7）6证毕 6
定理 ! 对于单面完整约束系统（!），（’），如果

无限小生成元!，#% 满足 ()*对称性确定方程（!7），

（!"），以及限制方程（!9），且存在规范函数 !" #

!"（ #，!，!
·）满足条件（’!），（’’），则系统的弱 ()*对

称性直接导致 (+,-./守恒量（’7）6
定理 " 对于单面完整约束系统（!），（’），如果

无限小生成元!，#% 满足 ()*对称性确定方程（!7），

（!"），限制方程（!9），以及附加限制方程（!:），且存在
规范函数 !" # !"（ #，!，!

·）满足条件（’!），（’’），则系

统的强 ()*对称性直接导致 (+,-./守恒量（’7）6
定理 !—7 具有普遍意义 6当系统处于约束上

时，单面约束成为双面约束，因此，单面约束系统对

称性与守恒量的理论可以适用于双面约束系统 6以
下诸定理是定理 !—7的推论 6
第一种情形：有多余坐标的完整约束力学系统 6
假设力学系统可用 - 个广义坐标 &%（ % # !，⋯，

-）和 / 个多余坐标 &- %$（$# !，⋯，/）来描述，系统

的运动受到 / 个理想双面完整约束［!:］

!!!’9期 张 毅：单面完整约束系统的速度依赖对称性与 (+,-./守恒量



!!（ "，#$，#%!"）" # （! " $，⋯，&），（%&）
系统的运动微分方程为

’(（)）" *( !#( （( " $，⋯，% ! &），（’#）
其展开式

#( ( "$(（ "，!，!·）（( " $，⋯，% ! &），（’$）
于是有

定理 ! 对于有多余坐标的完整约束力学系统
（%&），（’#），如果无限小生成元%，&( 相应于系统的

)*+对称性，且存在规范函数 +) " +)（ "，!，!·）满足

!
!#·(

,(-

.（*- !#-[ ]） " ,—

, "+)， （’%）

则系统存在一类新守恒量，形如

/) "!&(

!#(
! !
!#·(

,—

, "&( - #·(
!%
!#(

! !
!#·(

,—

, "( )%
-$(

!%
!#·(

-（% ! &）,
—

, "%

! 0（$）（./.）- 0（$）（+)）" 01/23 4 （’’）
可将（’’）式称为有多余坐标的完整约束力学系

统（%&），（’#）的 )53678守恒量 4
第二种情形：非保守力学系统 4
系统的运动微分方程为

’$（)）" *$ （ $ " $，⋯，%）， （’9）
其展开式为

#( $ "$$（ "，!，!·）（ $ " $，⋯，%）4 （’:）
定理 " 对于非保守力学系统（’9），如果无限

小变换（&）是系统的 )*+对称性变换，且存在规范函

数 +) " +)（ "，!，!·）满足

!
!#·$

,$1

. *( )1 " ,—

, "+)， （’;）

则系统存在一类新守恒量，形如

/) "!&$

!#$
! !
!#·$

,—

, "&$ - #·$
!%
!#$

! !
!#·$

,—

, "( )%
-$$

!%
!#·$

- % ,—

, "% ! 0（$）（./.）

- 0（$）（+)）" 01/23 4 （’<）
可将（’<）式称为非保守力学系统（’9）的 )53678

守恒量 4如果无限小生成元%，&$ 不依赖于广义速

度，即无限小变换是点对称变换

"! " " !"" " " !’%（ "，!），
#!$（ "!）" #$（ "）!"#$

" #$（ "）!’&$（ "，!）， （’=）

则定理 :成为
定理 # 对于非保守力学系统（’9），如果点对

称变换（’=）是系统的 )*+ 对称性变换，且存在规范

函数 +) " +)（ "，!，!·）满足

!
!#·$

,$1

. *( )1 " ,—

, "+)， （’&）

则系统存在守恒量，形如

/) " % !&$

!#$
- #·$ !%!#( )

$
- %%·

! 0（$）（./.）- 0（$）（+)）" 01/23 4 （9#）
守恒量（9#）已由文献［$$］给出 4
第三种情形：)>?@>/?+系统 4
系统的运动微分方程为

’$（)）" # （ $ " $，⋯，%）， （9$）
其展开式为

#( $ "$$（ "，!，!·） （ $ " $，⋯，%）4 （9%）
定理 $ 对于 )>?@>/?+系统（9$），如果无限小变

换（&）是系统的 )*+对称性变换，则系统存在一类新
守恒量，形如

/) "!&$

!#$
! !
!#·$

,—

, "&$ - #·$
!%
!#$

! !
!#·$

,—

, "( )%
-$$

!%
!#·$

- % ,—

, "% ! 0（$）（./.）

" 01/23 4 （9’）
如果在无限小变换（&）中取 " " #，则定理 <
成为

定理 % 对于 )>?@>/?+系统（9$），如果无限小变

换（&）中%" #，且生成元&$（ "，!，!·）相应于系统的

)*+对称性，则系统存在如下守恒量：

/) "!&$

!#$
! !
!#·$

,—

, "&$ ! 0（$）（./.）

" 01/23 4 （99）
守恒量（99）是由 )53678 给出的［;—&］，可称之为

)53678守恒量［$#］4
定理 & 对于 )>?@>/?+系统（9$），如果点对称变

换（’=）是系统的 )*+ 对称性变换，则系统存在守恒
量，形如

/) " % !&$

!#$
- #·$ !%!#( )

$
- %%·! 0（$）（./.）

" 01/23 4 （9:）
守恒量（9:）是由 )53678 给出的［9，:］，也称之为

)53678守恒量［$#］4
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!" 算 例

例 ! 设质量为 ! 的质点在不低于光滑直线 "
# # 的沿垂平面 $#"内运动 $取广义坐标 %% # #，%&

# "，则系统的 ’()*(+),函数为

& # %
& !（%·&% - %·&&）. !’%&， （/0）

约束方程为

( # %& . %% ! 1 $ （/2）
若系统处于约束上，则运动微分方程（&）给出

!%3 % # .!，!%3 & - !’ #!， （/4）
解得

! # %
& !’， （/5）

于是有

%3 % # . %
& ’，%3 & # . %

& ’ $ （!1）

’6,对称性的确定方程（%7），限制方程（%!），附加限
制方程（%0）分别给出

8—

8 )
8—

8 )"% . %·%
8—

8 )
8—

8 )# - ’ 8—

8 )# # 1，

8—

8 )
8—

8 )"& . %·&
8—

8 )
8—

8 )# - ’ 8—

8 )# # 1$ （!%）

"& ."% # 1， （!&）

.（"% . %·%#）-（"& . %·&#）# 1$ （!7）
若系统脱离约束，则运动微分方程为

!%3 % # 1，!%3 & - !’ # 1， （!/）
即

%3 % # 1，%3 & # . ’ $ （!!）

’6,对称性的确定方程（%/）给出
8—

8 )
8—

8 )"% . %·%
8—

8 )
8—

8 )# # 1，

8—

8 )
8—

8 )"& . %·&
8—

8 )
8—

8 )# - &’ 8—

8 )# # 1$ （!0）

确定方程（!%），（!0）有解

# # %% - %& . %，"% #（%% - %&）%
·
% - %·&，

"& # %·% -（%% - %&）%
·
& $ （!2）

生成元（!2）满足限制方程（!&）和附加限制方程
（!7），因此它对应系统的强（弱）’6, 对称性 $
由（&%）式和（&&）式得到

8—

8 )*& # 1， （!4）

它有解

*& # !（%·% - %·&）) . !（%% - %&）

- %
& !’)& $ （!5）

由生成元（!2）和规范函数（!5），根据定理 %，得到系
统的 ’9:;<=守恒量

+& # &（!%·% - !%·& - !’)）# >?+@: $ （01）
例 " 设单面约束系统为［%2］
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( # %& . %% ! 1， （0%）
试由系统的 ’6,对称性导出系统的 ’9:;<=守恒量 $
若系统处于约束上，则方程为
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& ) . %·% $ （0&）

若系统脱离约束，则有方程
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可以验证，生成元
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对应系统的 ’6,对称性 $由（&%）式和（&&）式得到
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8 )*& # . %， （0!）

（0!）式有解
*& # . )， （00）

（&7）式给出系统的一个 ’9:;<=守恒量
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［%］ ABC,* D E %540 -../012)0345 3( &06 ’738.5 )3 90((6764)02/ 6%82)0345
（F,G H?*<：IJ*6+),*KL,*B()）

［&］ MB9N(+ O P，Q9N,6 I %545 :"!!6)7065 249 90((6764)02/ 6%82)0345
（F,G H?*<：IJ*6+),*KL,*B()）

［7］ ’9:;<= R %525 ; $ <="5 $ -：>2)= $ *64 $ !" 527

［/］ ’9:;<= R %525 <="5 $ &6)) $，#"S 40

［!］ ’9:;<= R %525 <="5 $ &6)) $ #$S 4

［0］ ’9:;<= R %55! ; $ <="5 $ -：>2)= $ *64 $ "% ’072

7%%&!期 张 毅：单面完整约束系统的速度依赖对称性与 ’9:;<=守恒量



［!］ "#$%&’ ( )**+ ! , "#$% , &：’()# , *+, , !" "!-)
［+］ "#$%&’ ( )**+ -,) , ! , ./,.01,+(2 ’+3#(,13% !! /*/
［*］ "#$%&’ ( )*** -,) , ! , ./,.01,+(2 ’+3#(,13% !# /+!
［)0］ (12 3 4，4# 4 5 -006 4#1, , "#$% , "# 77*
［))］ 3# 5 "，891: " ; -00/ "#$% , 0+)) , & !"$ -66
［)-］ 3# 5 "，891: " ;，<=:> 4 ? -007 4#1, , "#$% , "! -+!
［)/］ @9=:> A B，891: " ;，"2# C D，E# F " -006 &3)( "#$% , 51, , %#

-7+*（2: 892:1G1）［张宏彬、陈立群、刘荣万、顾书龙 -006物理

学报 %# -7+*］

［)7］ @9=:> <，(12 3 4 )**+ ! , 6+171,8 -,%)1)9)+ /: ;+3#,/</8$ $ )*

［)6］ @9=:> <，(12 3 4 -000 4#1, , 531 , 69<< , #% )/67
［)H］ (12 3 4 )*** &==<13()1/,% /: 01+ *2/9=% (,> 01+ &<8+?2(% )/

4/,%)2(1,+> ’+3#(,13(< 5$%)+@%（ B12I2:>： FJ21:J1 KL1GG）（ 2:

892:1G1）［梅凤翔 )*** 李群和李代数对约束力学系统的应用

（北京：科学出版社）］

［)!］ (12 3 4 -007 5$@@+)21+% (,> 4/,%+2A+> B9(,)1)1+% /: 4/,%)2(1,+>

’+3#(,13(< 5$%)+@%（B12I2:>：B12I2:> M:G$2$#$1 NO P1J9:NQN>’ KL1GG）

（2: 892:1G1）［梅凤翔 -007 约束力学系统的对称性与守恒量

（北京：北京理工大学出版社）］

!"#$%& ’()*+,-+. /"0)#1#1+* 0). -+2(’1#&&.+3+).+)# *&44+#,1+* 5(,
*&*#+4* 61#7 ")120#+,02 7(2()(41’ ’()*#,01)#*!

@9=:> <2
（C+=(2)@+,) /: 41A1< D,81,++21,8，E,1A+2%1)$ /: 531+,3+ (,> ;+3#,/</8$ /: 59F#/9，59F#/9 -)60))，4#1,(）

（C1J12R1S -7 T#>#G$ -006；L1R2G1S U=:#GJL2V$ L1J12R1S -6 F1V$1UW1L -006）

TWG$L=J$
P92G V=V1L G$#S21G $91 G’UU1$L21G =:S $91 JN:G1LR1S X#=:$2$21G ONL G’G$1UG Y2$9 #:2Q=$1L=Q 9NQN:NU2J JN:G$L=2:$G , P91

S1O2:2$2N:G NO "21 G’UU1$L21G ONL $91 G’G$1UG =L1 >2R1:，=:S $91 "#$%&’ JN:G1LR1S X#=:$2$21G =L1 S2L1J$Q’ S1S#J1S OLNU $91 >1:1L=Q
R1QNJ2$’.S1V1:S1:$ "21 G’UU1$L21G NO $91 G’G$1UG, P91 "#$%&’ JN:G1LR1S X#=:$2$21G NO GNU1 GV1J2=Q J=G1G，ONL 1Z=UVQ1，$91
9NQN:NU2J G’G$1UG Y2$9 L1U=2:S1L JNNLS2:1$1G，$91 :N:.JN:G1LR=$2R1 U1J9=:2J=Q G’G$1UG，=:S $91 "=>L=:>2=: G’G$1UG，=L1 >2R1:,
T$ $91 1:S NO $91 V=V1L，$YN 1Z=UVQ1G =L1 >2R1: $N 2QQ#G$L=$1 $91 =VVQ2J=$2N: NO $91 L1G#Q$G ,

’()*+,-.：=:=Q’$2J=Q U1J9=:2JG，#:2Q=$1L=Q JN:G$L=2:$，"21 G’UU1$L’，"#$%&’ JN:G1LR1S X#=:$2$’
/011：0/-0

!KLNI1J$ G#VVNL$1S W’ $91 [=$2N:=Q [=$#L=Q FJ21:J1 3N#:S=$2N: NO 892:=（EL=:$ [N, )0-!-0-)）=:S $91 [=$#L=Q FJ21:J1 3N#:S=$2N: NO A2>9 \S#J=$2N: NO

52=:>G# KLNR2:J1，892:=（EL=:$ [N, 07]5T)/0)/6）,

7))- 物 理 学 报 66卷


