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基于粒子成像测速的流体可视化技术，根据菲涅耳公式计算了入射到水中气泡界面的光强，得出点光源连续

两次反射或折射的光强具有等比数列的规律，光线在气泡界面反射、折射 & 次就变成完全偏振光且光线几乎消失 )
当入射角避开 *(+左右时，即便有一定宽度的线光源入射到气泡界面，第 # 次折射出气泡的光强与线光源的宽度无

关，类似一条光线入射所产生的光强，给出了面光源在界面所产生的光强的二重积分表达式 )线光源所产生的界面

光强理论值、面光源产生的光强数值解与实验值都较为符合 )
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! > 引 言

粒子 成 像 测 速 的 流 体 可 视 化（73?64=5@ 423A@
B@5:=42@6?C，DEF）技术认为所掺的示踪气泡的速度即

为流体的流速，通过拍摄示踪气泡的图像，经过计算

机图像识别，从而得出流体的速度矢量图、流线图、

旋度图等流场规律 ) DEF 技术所进行的图像测量是

瞬态非接触式全断面各向同时测量，这是以往对两

（多）相流的物理现象、形成机理、运动规律的研究所

不具备的优点，它已成为两（多）相流实验测量技术

研究的学科前沿［!—$］)在两相流的研究中，水气两相

的研究和应用最为普遍，因为水气两相不仅广泛存

在于气体输送、油田管道、滴定装置、混料箱及油料

计量等流体测量中，而且对舰船尾流两相流的分析、

水下目标的锁定及识别都涉及两相流特性；况且鼓

泡塔内的气泡与液体的流动，气泡帷幕可以有效降

低危害；水利工程中的气蚀一直是困扰水利专家的

难题，水 气 两 相 流 技 术 能 为 掺 气 减 蚀 研 究 提 供

帮助［’，G］)
在对水中气泡的 DEF 研究过程中，由于缺乏理

论指导和气泡边界亮度分布的匹配模式，气泡界面

的亮度分布阈值的选择任意性很大［!%］，直接影响水

中气泡尺寸的测量精度和可靠性，并将误差带入离

散相体积分布和水速的统计计算中，从而限制了这

种因数字摄像和计算机技术迅速发展而被公认为有

极大实用价值的测量方法的应用 ) 为此，本文通过

点、线、面光源入射到水中气泡界面，计算气泡内外

界面的光强分布，得出具有普遍性的规律 )

# > 点光源入射到水中气泡界面的光强

规律［!!］

如果入射光照射到水中空气气泡界面的某一

图 ! 点光源入射到水中气泡界面
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点，在气泡界面的光呈点状则称之为点光源 !如图 "
所示，点光源的入射角、折射角分别为!和"，且"
# $%&’ "（"())$%&!）（水和空气折射率分别为 "()) 和

"(**）!点光源入射到水中气泡表面 ! 点将发生第 "
次反射，将其记为 "+* ，经气泡第 " 次折射的光线记

为 " # "( 经过 # 点在气泡内壁反射的光线记为 " #
,，依此类推有 " # )，" # - 和 "+" ，"+, ，"+) ( 由于光的偏

振性，下面用菲涅耳公式计算水中气泡界面的反射

和折射光强 !

!"#" 入射光 $ 分量的光强规律

! 点所进行的第 " 次折射、反射的振幅 !" 和

!+* 与入射光振幅 !* 之间的关系由菲涅耳公式

!+*.
!*.

# /0&（! ’"）
/0&（! 1"）

，

!".

!*.
# ,$%&!23$"
$%&（! 1"）23$（" ’!）

（"）

确定，则 ! 点反射到气泡外表面的光强为

$+". # $*.
/0&,（" ’!）

/0&,（! 1"）
， （,）

其中 $*. # !,
*. 是入射光 . 分量强度 ! ! 点折射进入

内表面的光强为

$". # $*.
-$%&,!·23$,"

$%&,（! 1"）·23$,（" ’!）
! （)）

第 , 次折射、反射（# 点）处界面的光强为

$,. #（!+".）, # !,
".·

-$%&,!23$,"
$%&,（! 1"）23$,（! ’"）

# !,
".·% （外表面），

$+,. # !,
". ’（!,.）

, # !,
".·

/0&,（! 1"）’ /0&,（" ’!）

/0&,（! 1"）

# !,
".·& （内表面）， （-）

其中

% # -$%&,!23$,"
$%&,（! 1"）23$,（! ’"）

，

& # /0&,（! 1"）’ /0&,（" ’!）

/0&,（! 1"）
! （4）

第 ) 次折射、反射（’ 点）处界面的光强为

$). #（!+,.）, # !,
,.·% （外表面），

$+). # !,
,. ’（!).）

, # !,
,.·& （内表面）!

（5）

第 - 次折射、反射（( 点）处界面的光强为

$-. # !,
).·% （外表面），

$+-. # !,
).·& （内表面）!

（6）

由此可见，气泡界面连续两次反射的光强之比

为
$-.
$).

#
$).
$,.

# /0&,（"’!）

/0&,（"1!）
# ).，连续两次折射的光强

之比为
$+-.
$+).

#
$+).
$+,.

# ). !气泡界面第 * 次反射、折射的

光强与 $,.，$+,.之间的关系为

$*. # $,. )*’,. （* ! ,）（外表面），

$+*. # $+ ,. )*’,. （* ! ,）（内表面），
（7）

其中

). # /0&,（" ’!）

/0&,（" 1!）
! （8）

当光线以一定的角度入射气泡，由（-）式确定

$,.和 $+,.后，通过（7）式就可以进一步确定光线在气

泡界面的其他各次反射和折射的 . 分量光强 !

!"!" 入射光 % 分量的光强规律

图 " 中，当入射光在 ! 点以振幅 !* 入射时，则

折射光和反射光振幅 !"，!+* 的 $ 分量也由菲涅耳

公式

!+*$
!*$

# ’ $%&（! ’"）
$%&（! 1"）

，
!"$

!*$
# ,$%&!·23$"

$%&（! 1"）
（"*）

确定 !类似 . 分量的计算，! 点入射光 $ 分量在气泡

的外、内表面的光强为

$"$ # $*$
$%&,（" ’!）

$%&,（! 1"）
（外表面），

$+ "$ # $*$
-$%&,!·23$,"
$%&,（! 1"）

（内表面），

（""）

其中 $*$ # !,
*$是入射光强的 $ 分量 !在图 " 的 # 点，

光线第 , 次折射和反射的 $ 分量光强为

$,$ #（!+"$）,

# !,
"$·

-$%&,!·23$,"
$%&,（! 1"）

（外表面），

$+,$ # !,
"$ ’（!,$）

,

# !,
"$·

$%&,（! 1"）’ $%&,（" ’!）

$%&,（! 1"）
（内表面）!

（",）

当入射光在气泡界面第 * 次反射和折射时，气泡界

面 $ 分量的光强为

$*$ # $,$ )*’,$ （* ! ,）（外表面），

$+*$ # $+,$ )*’,$ （* ! ,）（内表面），
（")）

其中

) $ # $%&,（" ’!）

$%&,（! 1"）
! （"-）

从（7）和（")）式得出如下结论：入射光的 .，$ 分

量在水中气泡界面某处反射和折射时，气泡界面内
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外表面所产生的光强除了第 ! 次不同外，以后连续

两次反射、折射的强度比具有相同的值，对 !，" 偏振

态该比值不同 #
由于总光强是 !，" 分量之和，所以在气泡界面

某点，第 " 次反射和折射的光强与第 $ 次的强度之

间的关系为

#" % #$! $"&$! ’ #$" $"&$"

#(" % #($! $"&$! ’ #($" $"&$"

（" ! $）# （)*）

我们计算出图 ) 的 % 点处光线第 $ 次折射出气泡

的光强为

#$ % #$! ’ #$" % + #,
!-./!·01!/"

!-./（! ’"）·01!/（" &!）

2［) ’ 01!/（" &!）］， （)3）

其中 #, 为入射到水中气泡界面的光强 #

!"#" 偏振度

当光线以一定的入射角入射，第 " 次反射和折

射光线的偏振度为

& %
#"" & #"!
#"" ’ #"!

# （)4）

当! % 5,6入射到水中气泡界面，从表 ) 可见，

经多次反射和折射后的偏振度在不断提高，到了第

/ 次就变成完全偏振光 #

表 ) 水中气泡界面多次反射、折射的偏振度

次数 ) $ 5 /

偏振度78 $9$) /9/$ )39/$ ::9::

图 $ 线光源入射示意图

59 线光源入射到水中气泡界面的光强

规律

实际照射到水中气泡界面的光线都有一定的宽

度，如果光线照到水中气泡表面呈一维的线状则称

之为线光源，如图 $ 所示 # 假设宽度为 ’ 的入射光

(, 和 ((, 照射到水中气泡界面的弧线 %) 处，其中

((, 与气泡相切，气泡半径为 * # 由于每一条入射光

进入气泡，再从气泡另一界面出射的位置可由图 $
中的+,单一决定 #而且+, % ’ & -)，计算后得

+, % *（) & !-.!）& $ *01!"!-.（" &!）#（)+）

为研究线光源入射对气泡界面某点光强的影

响，讨论+,随入射角的微小变化所产生的影响，即

将+,对入射角!求导，为简便起见，令气泡半径 * %
)，则由（)+）式得

;（+,）
;! % $01!"01!（" &!）

& $93301!!01!（$" &!）

) & )943+:!-.$" !
& 01!!#（):）

（):）式表面上看不出规律，通过计算机绘出图

5 所示的曲线，可见 ;（+,）7;!有正有负，入射角!
% 5*6时是转变值，亦即当! < 5*6时，;（+,）7;! < ,
且随入射角的增大而缓慢增大，而+,随入射角的增

大而缓慢减小；当 5*6 <!< /+6时，;（+,）7;! = , 且

随入射角的增大而快速增大，+,随入射角的增大而

增大 #由于我们在实验中所用的激光光源，光线宽度

较细，其入射角变化较小，因此，只要将入射角避开

!% 5*6附近，则光线第 $ 次折射出气泡，在其界面位

置处的光强仅由（)3）式的单一光线决定，与光线的

宽度无关，测量光强时就不必考虑其他光线的影响，

这一结论为实验中处理有一定宽度的光线照射水中

气泡起了非常重要的指导作用 #

图 5 线光源第 $ 次折射出气泡的宽度随入射角的导数与入射

角的关系

/9 面光源入射到水中气泡界面的光强

规律

如果光线照射到水中气泡表面呈二维的面状则

称之为面光源，面光源在气泡界面所产生的光强应

该是相应点光源的二重积分 #如图 /（>）为面光源入
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射到水中气泡表面上的正视图，图 !（"）是从图 !（#）

左上方的俯视图，图 !（"）中所见的 !" 是照射到气

泡表面的那个面上任意一条水平直线，且 !" $
%"# $ % $，# 是 !" 的中点，$ 是可以通过探测的距

离 &由点光源照射水中气泡所产生的界面光强公式

进行二重积分，即可得到面光源照射所产生的光强，

其中入射角!的积分范围为 ’—!()，"角的取值范

围为 ’—*’)，+,-"$ $ . %/0+!1 2

图 ! 面光源照射气泡计算光强示意图 （#）正视图；（"）俯视图

为了区别于点光源的光强公式，当面光源照射

到水中气泡界面时，在相应光强的下角标处加“面”

字，则面光源入射到水中气泡界面，第 % 次折射和反

射处的内外界面 3 分量光强为

&%3面 $ %!
"

’!
!%

!1

&%34!4" （外表面），

&5%3面 $ %!
"

’!
!%

!1

&5%34!4" （内表面），

（%’）

其中 &%3和 &5%3如（!）式所示 &第 ’ 次折射和反射处的

内外界面的 3 分量光强为

&’3面 $ %!
"

’!
!%

!1

&%3 (’6%3 4!4" （外表面），

&5’3面 $ %!
"

’!
!%

!1

&5%3 (’6%3 4!4" （内表面），

（%1）

同理，对于 + 分量，第 % 次折射和反射处的内外界面

光强分别为

&%+面 $ %!
"

’!
!%

!1

&%+4!4" （外表面），

&5%+面 $ %!
"

’!
!%

!1

&5%+4!4" （内表面），

（%%）

其中 &%+和 &5%+如（1%）式所示 & 第 ’ 次折射和反射处

的内外界面光强分别为

&’+面 $ %!
"

’!
!%

!1

&%+ (’6%+ 4!4" （外表面），

&5’+面 $ %!
"

’!
!%

!1

&5%+ (’6%+ 4!4" （内表面）&
（%7）

则第 ’ 次折射和反射的界面总光强为

&’面 $ %!
"

’!
!%

!1

［ &%3 (’6%3 8 &%+ (’6%+ ］4!4" （外表面），

&5’面 $ %!
"

’!
!%

!1

［ &5%3 (’6%3 8 &5%+ (’6%+ ］4!4" （内表面）&

（%!）

92 实验结果及数值解

!"#" 实验结果

我们计算了点光源以! $ 7’)的入射角照射到

水中气泡界面某处的反射光、折射光占入射光强度

的比例，即（ &’3 8 &’+）. &’，然后用光功率计测量了入

射光、反射光、折射光的强度如表 % 所示 & 通过自制

气泡发生装置，利用浙江大学的 :;<7’1 数字式照度

计将 =><?> 激光器发出的光线照射水中气泡界面，

测量入射到气泡表面的光照度为 1*27’ @ 1’7 AB，而

通过气泡界面第 1 次反 射 的 光 线 照 度 为 ’2*! @
1’7 AB，第 % 次折射出气泡的照度为 !2!C @ 1’7 AB，气泡

界面第 1 次反射光线占入射光的 !2(9D ，与理论值

!2(ED 符合得相当好，而第 % 次折射出气泡的光线

占入射光的 %721’D ，与理论值 992%’D 有较大的误

差 &误差来源有二：所使用的照度计不可能完全靠近

气泡界面，一旦离开气泡界面一定距离探测，光线就

会被水吸收而造成误差；第 % 次折射的光线成为分

散的片光，光线不易对准照度计的探测窗口而产生

误差 &
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从表 ! 可见，理论上，水中气泡的第 " 次反射光

仅占入射光的 #$%&’ ，大部分折射进入气泡，而第 !
次折射出气泡的光占入射光的 (($!)’ ，但第 * 次折

射出气泡的光占入射光的比例仅 )$)*’ ，已经很小

了，因此对水中气泡界面的光强分布，只需计算光线

# 次反射和折射就足够了 + 表 ! 中“ , , ”为不可测

的光强，因为光线在气泡内部，而“!!”也测不到，

光强太弱 +

图 ( 和图 - 是利用 ./01/ 激光器和 2344 单频

半导体固体激光器照射水中气泡，用 -)) 万像素的

15678 2")) 992 相机分别抓拍到水中气泡的照片 +
从图 ( 中可以明显看出单束激光照射水中气泡所产

生的第 " 次反射线、第 ! 和第 * 次折射出气泡的光

线共 # 条，各光线的强弱具有明显的变化，表 ! 的测

量数据来自图 ( 的气泡 +图 - 可以看出 ( 条光线，由

于光线太强，气泡的界面已经很不清晰了 +

表 ! 水中气泡界面光强的理论与实验值比较

反 射 折 射

!:) ! ; ! ! ; * ! ; " !:" !:!

占入射光比例（理论值）<’ #$%& !$=* )$"# %%$*! (($!" )$)*

照度实验值<>? )$=# @ ")* , , , , , , #$#- @ ")* !!

占入射光的比例（实验值）<’ #$%( !*$")

图 ( 水中气泡界面的 # 束光（./01/ 激光 -*!$%8A）
图 - 水中气泡界面的 ( 束光（2344 激光 (*!8A）

!"#" 面光源的数值解

由于（!#）式的积分较复杂，无法得出解析解，我

们用 B?C/> 得出面光源的入射角在 !)D—*)D范围内

计算反射、折射光强的比例，步长取 )$"D，得出第 "
次反射光与入射光的强度比为 !$!(’，第 ! 次折射

出气泡的光强与入射光强之比为 ##$"(’，与表 ! 所

提供 的 点 光 源 以 *)D角 入 射 时 的 实 验 值 #$%(’，

!*$"’，理论值 #$%&’，(($!"’相比，在误差允许的

范围内得出的数值解结论认为是成立的，因为面光

源反射比例随入射角的增大而增大 +

- $ 结 论

"$ 给出点光源入射到水中气泡某点的内外界

面光强公式，气泡界面的某次反射、折射光线的光强

与第 ! 次的光强具有等比数列的关系 +该结论不仅

对水中气泡界面适用，对于光从光密媒质到光疏媒

质的界面均适用 +
! $ 理论计算和实验均表明，水中气泡界面的光

强只需计算 # 次反射和折射 +第 # 次折射出气泡的

光线强度趋于零，而且到第 # 次界面的折射、反射光

线就变成了完全偏振光 +
* $ 当避开 *(D左右的入射角入射时，即便有一

定宽度的线光源照到水中气泡界面，第 ! 次折射出

气泡的光强也与光线的宽度无关，类似一条很窄的

光线入射所产生的光强分布 +
# $ 将入射角为 *)D的激光照射到水中气泡界面

进行了理论计算和实验，实验值与理论值、数值解符

合得比较好，检验了所计算的公式 +
( $ 本文所推导出来的水中气泡界面的光强公

式为 3EF 技术的亮度阈值的选取具有非常重要的指

导意义 +
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