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将电磁波导的控制方程导向了 *+,-./01 体系、辛几何的形式 2以电磁场的横向分量组成对偶向量并采用分离

变量法，可以得到 *+,-./01 算子矩阵的辛本征值问题 2共轭辛正交归一关系、辛本征解展开定理等均可在此应用 2
对于复杂横截面和填充非均匀材料的电磁波导，提出对偶棱边元，对截面半解析离散后即可进行数值求解 2对偶棱

边元克服了结点基有限元求解电磁场问题的困难，与常规棱边元相比在某些方面具有一定的优势 2
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! ? 引 言

电磁波导的分析和计算是很重要的课题，有限

元方法在其中的应用虽早，但常规的结点基单元并

不能很好地表征电磁场的性质，这也造成了结点基

有限元在计算电磁学中的几个困难：伪解的消除［!］、

材料和导体的界面条件的施加［#］、尖导体或尖材料

边缘奇异性电磁场的表征［&］等 2 棱边元［@］的出现很

好地解决了上述的三类问题，因此也被视为比较理

想的求解电磁场问题的单元 2常规的棱边元总是基

于单个变量的矢量波动方程，在应用于求解电磁波

导问题时，实际上采取了用矢量基插值函数表征横

向未知量而用标量基插值函数表征纵向（波的传播

方向）未知量的混合单元的方法；对于电磁波导的不

同的课题，如求解截止频率或计算波导的色散曲线，

常规的棱边元求解往往需要做一定的调整，最后则

会得到不同的有限元列式 2
本文参考弹性力学的辛求解体系，将电磁波导

的基本方程导向了 *+,-./01 体系、辛几何的形式 2将
电磁波导的传播方向模拟为时间坐标，并选取横向

的电磁场分量组成对偶变量，通过分离变量法可以

得到 *+,-./01 型的算子矩阵本征值问题，采用共轭

辛正交关系及本征函数向量展开的方法即可对该问

题进行求解 2对于截面形状较复杂或介质填充不均

匀的电磁波导，参考矢量基有限元的构造，提出对偶

棱边元对波导进行半解析离散后进行数值求解 2基
于对偶变分原理的棱边元方法可以统一地求解电磁

波导的多个课题，与常规的棱边元方法相比在数值

精度、高次模的计算等方面具有一定的优势，文末的

数值算例验证了算法的有效性 2

# 2电磁波导的对偶变分原理

以填充有互易媒质的电磁波导为例，设定其波

的传播方向沿 ! 轴，横截面为!，而"是其理想导

体边界 2相应的频域控制微分方程为

!

A ! B C 9#!·"，

!

A " B 9#$·! 2
（!）

D-E-67.8/ 边界条件

# A ! B %，在边界"上， （#）

因为波导中填充的是互易媒质，其介电常数张量"
与磁导率张量! 是对称的，通过适当的坐标系变

换，总可以表示为对角张量的形式，即
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相应于（!），（"）式的变分原理可以表达为
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% &#!"·$·! ’"］("，"! # )，（*）

其中 !，" 为复数量，且应成为独立的试函数，"号

表示取其复共轭 +
对变分原理（*）的验证如下：
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因为 ! 需预先满足边界条件（"），必有"! 沿法线方

向 #，则"! $ ""垂直于 # 而边界积分项 #·（"! $
""）恒为零 +由于 !，" 在域内独立变分，因此给出

方程（!），变分原理（*）得证 +
定义对偶向量 $，%［-］为

$ # ! .，% # " . $ ! ， （/）

其中 ! .，" . 分别为电、磁场的横向分量 +如此有

! # $ % !" ，" # ! $ % % "" + （0）

并把矢量算子

!

拆为纵向与横向算子，单独记 " 方

向微商$（ 1 ）’$" #（ 1
·

），即

!

#

!

. %（·）&，其中

!

. # ’$’$# % ($’$$ + （2）

根据（0）式把（*）式的被积函数展开，并做适当变换

可得

!（!，"）#!"
［%"·$·% """ ·

!

. $ $

% &#（$"·".·$ %$"!"" ·!" ）’"

% !" ·（

!

%·%）" % &#（%"·!3. ·%

%’"""" ·"" ）’"］("， （4）

式中".，!3. 定义如下：
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对 !" ，"" 先行变分，得到
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将（!!）式代入（4）式并做简单的矢量式恒等运算后，

即可得到关于 $，% 的对偶变分原理
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其中 &（$，%）即是 56789.:; 函数
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< +对偶方程组与辛本征值问题

完成（!"）式的变分运算即得出电磁波导的对偶

微分方程
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式中各项定义为
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与方程（!*）对应的理想导体侧边边界条件则是

# $ ! . # )$# $ $ # )，

!" # )$

!

.·% # )，
在边界&上 +（!/）

采用分离变量法，令

) # #（#，$）’（ "）， （!0）

分离变量后的纵向方程为 (’ #(’，容易解得

’（ "）# =>?（("）， （!2）

相应地得到横向本征方程

"# #(#， （!4）

式中(，#分别是待求的本征值与本征向量函数 +
可以 验 证 本 征 方 程（!4）的 算 子 矩 阵 " 是

56789.:; 型［/］的，也即对于任两个满足侧边边界条

件的状态函数向量 )) 与 )* ，运用矢量格林公式及高

斯定理并结合边界条件（!/）可以证得
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上式中尖括号算子表示辛内积，定义为

〈!! ，!"〉"!!
!! ·#·!" "!， （*,）

而 # 为 * 阶单元辛矩阵

# !
+ ,
#[ ], +

- （**）

对于 ./012’34 型的算子矩阵 "，有一系列关于

其本征值问题的结论 -如%是本征值则 #%一定也

是本征值 -因此全部本征值可以分类为两类，即

,）%% ，56（%% ）7 + 或 56（%% ）! +# 80（%% ）9 +，

*）%# % ，%# % ! #%# % ， % ! ,，*，⋯， （*:）

其中 56（%% ）! + 的本征解即对应于波的传播 -
本征值%% 和%# % 所对应的本征向量函数#% 和

# # %互为辛共轭 - " 阵本征函数向量相互间的共轭

辛正交归一关系［;］为

〈#% ，#&〉! +，

〈## % ，## &〉! +，

〈#% ，## &〉!&%& ，%，& 9 +- （*<）

将本征函数向量编排为#,，# # ,，#*，# # *，⋯，

这些本征函数向量将成为状态空间的一个完备系 -
根据（*<）式，任 何 横 截 面 上 的 状 态 空 间 的 函 数

!（’，(）皆可以由本征函数向量来展开

!（’，(）! $
% ! ,，*，⋯

（!%#% % "%## % ），

!% ! #〈## % ，!〉，

"% ! #〈#% ，!〉- （*=）

对于一般形状的横截面或填充有不均匀介质的

电磁波导，其解析求解是无望的 -对此只能采用数值

方法进行求解 -在对横截面进行有限元半解析离散

后，./012’34 算 子 矩 阵 转 化 为 ./012’34 矩 阵，从 而

（,>）式也成为 ./012’34 矩阵的本征问题 -

< -对偶棱边元

因为关心的是波导的传输问题，设定 $ 方向传

播常数为 )$ ，即

$（’，(，$）! $（’，(）6?@（# $)$$），

%（’，(，$）! %（’，(）6?@（# $)$$）-
（*A）

变分原理（,*）则相应地可以改写为
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图 , 三角形对偶棱边元

如图 , 所示，对偶棱边元的思路在于用切向矢

量基函数表示 $ 而用法向矢量基函数表示 %，即
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其中 + 表示单元的棱边数，&*
’ 与 &*

4 分别为切向与

法向矢量基插值函数［C］-
将（*C），（*>）式代入（*;）式，可以得到
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式中 / 表示单元数目，0 表示 .6D01’6 转置，而各项

单元矩阵为
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采用全局标记对（’+）式进行求和并利用 ,-$. 方法，

即可得到最终的线性代数方程组

### /" 0"!## $%!#"

$%!"# #"" /" 0"!
[ ]

""
{ }#" ! { }++ )

（’1）

基于（’1）式有两种应用：求解电磁波导的截止

频率，以及给定工作频率"求解传播常数 $% ，以下

分别做出讨论 )
2）求解电磁波导的截止频率 )
该种情况下方程（’1）中 $% ! +，此时可以看到关

于方程已解耦为关于｛#｝，｛"｝的两个独立的广义本

征值方程，分别对应 %3，%4 两种模式 )
%3：###｛#｝! "5!##｛#｝， （’6）

%4：#""｛"｝! "5!""｛"｝， （’7）

5）求解电磁波导的传播常数 )
对（’1）式进行简单的变形可得

#（"）｛#｝! $5
%!（"）｛#｝， （’8）

其中

#（"）! ### /" 0"!## ，

!（"）! !#"（#"" /" 0"!"" ）02!"# )
（(+）

* )数值算例

!"#" 矩形波导的截止模与传播模

考虑一个尺寸为 29+:; < +9’6:; 的矩形空波

导 )采用相同的有限元网格划分（’55 个三角形单

元），分别由常规棱边元（在本算例中以电场为未知

量）及对偶棱边元计算出矩形波导的截止频率（自由

空间波数 $+ !" #+$" + ）) 分别列出该问题前 * 阶

%3，%4 模截止频率的解析解、两种有限元方法的数

值结果及相对误差于表 2、表 59

表 2 矩形空波导前五阶 %3 模的截止频率（ $+，:;0 2）

模式 对偶棱边元解 常规棱边元解 对偶棱边元相对误差/= 常规棱边元相对误差/= 解析解

%32+ ’92(2* ’92(2* +9++’5 +9++’5 ’92(21

%35+ 19575* 19575* +9+222 +9+222 1957’5

%3+2 79(8’6 79(8’6 +9+’(5 +9+’(5 79(8+7

%322 89+*6( 89+*6( +9+(*’ +9+(*’ 89+*’’

%3’+ 89(5’5 89(5’5 +9+26+ +9+26+ 89(5(7

表 5 矩形空波导前五阶 %4 模的截止频率（ $+，:;0 2）

模式 对偶棱边元解 常规棱边元解 对偶棱边元相对误差/= 常规棱边元相对误差/= 解析解

%422 89+*(( 89228* +9+255 +96’25 89+*’’

%452 2+9*1*6 2+911(+ +9+56* +98*72 2+9*157

%4’2 2591785 2597*1+ +9+’++ 29’((8 25917*(

%4(2 2*9216’ 2*9(*’5 +9++71 2978’6 2*9211+

%425 269566’ 2696’+5 +9+((+ 59111* 2695186

由于采用了矢量插值函数，对偶棱边元不存在

伪解的问题，而是发现了一些零本征值的存在，这一

点与常规的棱边元一致 )观察表 2、表 5 中的数据可

以发现，在计算 %3 模时，对偶棱边元得到了与常规

棱边元完全一样的结果，而对于 %4 模，对偶棱边元

的计算精度要好于常规棱边元 )分析（’6），（’7）式以

及文献［7］给出的常规棱边元的列式可以对以上现

象做出解释：（以电场为未知量的）常规棱边元仅仅

对于横向电场采用矢量插值函数离散，而对于纵向

电场分量则仍然采用结点基单元；而对偶棱边元则

是对横向的电、磁场均采用矢量插值函数离散 )因为

棱边元的精度较之结点基单元要高，所以反映在该

算例中则是对偶棱边元在计算 %4 模时精度高于常

规棱边元 )
对于本算例，也可以参考（’8）式计算出在给定

的工作频率下波导的传播模个数以及相应的传播常

数 )输入的工作频率越高，波导的传播模个数越多，

然而由于有限元离散所带来的近似，高次的传输模
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往往难以得到 !表 " 和图 # 给出了在相同的网格划

分下（$#% 个三角形单元），分别由对偶棱边元、常规

棱边元计算所得的对应于不同工作频率的矩形波导

的传播模的个数，并给出相应的解析值作为对比 !分
析表 "、图 # 可以看到，当输入的工作频率较高时，

常规棱边元已不能计算出所有的传播模态，而对偶

棱边元的计算结果始终能与解析值符合，可见与常

规棱边元相比，基于对偶变分原理的棱边元离散在

这一问题上有一定优势 !

表 " 特定工作频率下波导的传播模个数

工作频率

!& ’()* $

传播模的个数

理论值 常规棱边元计算结果 对偶棱边元计算结果

+ # # #

$" $$ $& $$

$, ## #& ##

#- "" "$ ""

"$ -. -& -.

图 # 不同工作频率下波导的传播模个数

!"#" 屏蔽微带线的色散特性

为说明对偶棱边元处理不同材料之间的界面条

件以及各向异性介质的有效性，考虑如图 " 所示的

屏蔽微带线，其下半部分填充电介质为蓝宝石，其相

对介电常数!"# /!$# / ,01，!%# / $$0.，而上半部分为

空气 !图中各部分尺寸关系为 & / #’ / #( / 1)，在

有限元计算时认为微带厚度为零 ! 图 1 给出在 $#%
个四边形对偶棱边元网格划分下计算所得的色散曲

线，由于该问题不存在解析解，图中同时给出常规棱

边元在 $#% 和 %&& 个四边形单元网格划分下的计算

结果作为参考 !观察图 1 可知，对于不同的模态，以

及在不同的工作频率下，对偶棱边元与常规棱边元

的计算精度相当 !但正如在算例 $ 中所指出：当工作

频率逐渐升高时，对偶棱边元能够比常规棱边元计

算出更多的高次传输模，因此在某些特定的问题上，

前者可以发挥出其独到的优势 !

图 " 屏蔽微带线

图 1 屏蔽微带线的色散曲线

图 - 扇形柱体谐振腔

!"$" 扇形柱体谐振腔的谐振频率

考虑图 - 所示的三维扇形柱体金属空腔，其半

径与高均为 $0&()，内角为 "!’# !采用相同的网格划

分，分别由常规棱边元（以电场为未知量）及对偶棱

边元计算出腔体的谐振频率，并列出该问题前 $& 阶
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表 ! 扇形柱体金属空腔的前 "# 阶谐振频率（ !，"#$%&）

模式 对偶棱边元解 常规棱边元解 对偶棱边元相对误差’( 常规棱边元相对误差’( 解析解

)*""# "+,#!, "+,-./ #+0/00 "+"12# "+,"#,

)3""" "+,!#" "+,!#" #+#/2, #+#/2, "+,!"0

)3-"" "+1!/2 "+1!/2 #+#120 #+#120 "+1!,#

)*-"# -+#!!, -+#,#2 #+-0", "+##1" -+#0..

)30"" -+#.01 -+#.01 #+"22- #+"22- -+#.#,

)*""" -+".21 -+-"!0 #+"..2 #+,0/, -+-##-

)3!"" -+0,!. -+0,!. #+","/ #+","/ -+0,""

)3#"" -+0,,! -+0,,! #+#.!. #+#.!. -+0,!-

)*0"# -+!22, -+!1/1 #+-"#0 "+2-,, -+!2#!

)*-"" -+202- -+2!1# #+"2#1 #+,22. -+20"!

谐振频率的解析解、两种有限元方法的数值结果及

相对误差于表 !+
观察表 ! 中的数据可以发现对于某些模态，对

偶棱边元的计算精度高于常规棱边元的现象 4其具

体的表现和解释与算例 " 是类似的，此处不再赘述 4
由电磁场理论可以知道：在导电体或电介质的

尖边缘和尖点上，电磁场的某些分量会趋向无穷大，

而图 2 中沿 " 轴的棱边即会呈现这种奇异的性质 4
图 ,、图 / 分别是由对偶棱边元计算得到的 )*""# 与

)3""" 模态在横截面（ " 5 #+267）上的磁、电场分布图，

可以对奇异性电磁场做出直观的描述 4奇异性问题曾

是有限元方法应用于计算电磁学所遇到的主要困难

之一，对偶棱边元由于采用了矢量插值函数，可以方

便地表征奇异性电磁场，因而不存在这个问题 4

图 , )*""# 的截面磁场分布

图 / )3""" 的截面电场分布

, 4结 论

本文从对偶变分原理出发，将电磁波导的基本

方程导入 %879:;<= 体系，并验证了波导的本征值问

题就是 %879:;<= 算子矩阵的辛本征值问题；同时提

出对偶棱边元来数值求解复杂横截面和不均匀填充

介质的波导问题，对偶棱边元继承了常规棱边元的

优点，可以消除电磁场有限元计算中的非物理伪解，

以及有效地模拟导电劈和各向异性材料，同时能够

方便地求解电磁波导中的各种课题，文末的算例显

示了与常规的棱边元方法相比，本文的算法在某些

方面具有独到的优势 4
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