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把超晶格“折沟道”对粒子的作用等效为形状相似的弱周期调制 ( 利用正弦平方势把粒子运动方程化为具有
外周期弱调制的非线性微分方程，并利用 )*+,-./0 方法分析了系统出现 123+* 马蹄的临界条件 ( 预言了带电粒子
同超晶格相互作用过程中，系统可能出现的混沌行为，为半导体超晶格材料的制备和半导体超晶格光磁电效应的

研究提供了基本的理论分析 (
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% @ 引 言

由于超晶格材料的特殊几何结构，可望得到均

匀半导体材料所不具有的光电特征 ( 从而引起了人
们对它的极大兴趣 ( 所谓超晶格就是将两种晶格常
数不同的材料交替生长而成的多层薄膜结构 ( 比
如，选择 A3B作基片，沿［%&&］方向生长等厚的 A3B
和 A3CD%B% E !薄层，由于在生长方向上晶格失配，沿

生长方向的各层将交替产生伸长和压缩形变，导致

（%%&）平面沟道扭折，使直沟道变成了锯齿状的“折
沟道”( 这种沟道的特点是在界面处沟道平面连续，
一阶导数不存在 ( 由于超晶格具有特殊的层状结
构，可望用它把沟道辐射改造为 F激光或!激光，
从而开辟超晶格材料应用的新领域；又由于超晶格

材料的组分和层厚等均可以人为控制，可望得到均

匀半导体材料所不具有的光电特征 ( 注意到粒子在
（%%&）面沟道中运动时，由于不断受到“折沟道”对它
的作用，它的横向动量在界面处发生突变 ( 效果等
效于在直沟道中运动的粒子受到如“折沟道”相似的

相互作用势的调制 ( 调制的强弱与晶格畸变有关 (
当然与平面连续势相比，它只是一个小量 ( 正是在
这一基本假设下，从一般运动方程出发，把“折沟道”

的退道效应等效为面沟道粒子受到弱的周期调制，

利用我们曾经提出的正弦平方势［%］，把粒子运动方

程化为具有外周期弱调制的非线性微分方程，并利

用 )*+,-./0 方法分析了系统出现 123+*马蹄的临界
条件 ( 预言了带电粒子同超晶格相互作用过程中，
系统可能出现的混沌行为，为半导体超晶格材料的

制备和半导体超晶格光磁电效应的研究提供了基本

的理论分析 (
事实上，在研究超晶格光磁电效应时，可能会遇

到由于混沌引起的噪声问题 ( 如果这个问题存在，
只需适当调整参数（比如超晶格的层厚或组分等），

便可以使这种噪声得以消减 (

# @ 运动方程

我们以超晶格面沟道效应为例来说明沟道粒子

的共振行为 ( 假设带正电的粒子运动在（ !，"）平面
内，其中 " 是沿沟道中心线方向，! 是粒子在沟道平
面内离开 " 轴的距离 ( 注意到超晶格的沟道不再是
直沟道，而是轴线呈锯齿状的折沟道，于是，粒子与

晶面的相互作用势就不再是平面的，而是受到折沟

道调制的非平面连续势；再注意到任何假设都是近

似的，没有近似就没有认识 ( 不妨假设［%］

#（!）G #&（!）H #%（!）$（ "），

其中 #&（!）是直沟道中的平面连续势，#%（ !）$（ "）

是沟道偏折引起的扰动项 ( $（ "）是以层厚 %& 为周
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期的锯齿形函数，且有!
!

!

"（ #）" # # !；$$（%）与沟道

的具体畸变状态有关 % 仅当沟道势的振幅被调制
时，$$（ %）" $!（ %）；仅当沟道轴形变时，$$（ %）"
"$!（%）

"% % 通常两种情况都存在，于是扰动算符可表

示为

$$（%）"（ #）# &$ $!（%）& &’
"
"%$!（%[ ]）"（ #），

（$）
其中 &$，&’ 是比例常数 %
利用我们曾经提出的正弦平方势，可将平面连

续势 $!（%）表示为［$］

$!（%）# ’!$ ()*’ !(+
%， （’）

其中 ’!$ 是势阱深度，!$ 是势参数，且

’ #!)$ )’ *’ +(’
+，

而 (+ 是平面间距，)$ 和 )’ 是入射粒子和晶体的原

子序数，* 是电子电荷，+ 是靶原子密度，将（’）式代
入（$）式，可得

$$（%）# &,［（$ - ./(（!,）］& &0 ()*（!,），（,）
其中

&, # &$ ’!$ 1 ’， &0 #!&’ ’!$ 1 (+， , # ’% 2(+ %
（0）

在偶极近似下，粒子运动规律可用经典方法描

述，且运动方程可表示为

-"
"’ %
" .’ & ’#!

"%
" . &

"

$（%）# !， （3）

其中 - 是粒子静止质量，"是相对论因子，% 和 ,
之间的关系由（0）式给出 % 考虑到沟道粒子同晶体
内部的电子云相互作用而损失能量，单位长度上的

能损为 ’#!
"%
" .，其中#! 由文献［’—0］给出，且可表

示为

#! #
’!/04 0+ 1)’

’

*"’ 2!
3
4( )#

,

， （5）

2 是靶原子量，且
04 # *’ 1 0!$! -4 3’， 0+ # *’ 20!$! -+ 3’，

1 # )$ *54!3， / $ 6* %7（ 4# 2 3）’

’)’ 0( )
4
，
（8）

04 和 0+ 分别是经典的电子和质子半径，54 是晶体

的电子云密度，1 是粒子束流密度，4#是粒子和电子
之间的相对热速度，%7是 749:4屏蔽距离，!是无量
纲的粒子速度，3 是光速 %

将（’）和（,）式展开，并略去高阶项，则力函数"

$（%）可表示为

"

$（%）# "$（%）
"%

# 6!（% - &! %,）& 6! 3!（$ & 3$ %

- 3’ %’ - 3, %,）"（ #）， （;）
其中

6! # ;!’ ’!$ 1 (+， &! # ,’!, 6! 1 ,(,
+，

3! # (+ &0 2’!!$

3$ # 0!&, 2(+ &0， 3’ # ;!’ 1 (’
+，

3, # ,’!&, 2,(’
+ &0 % （<）

令

& #（6! 1 -"）$ 1 ’ .， （$!）
将（;）式代入（3）式，引进小参数$，可将无量纲的粒
子运动方程化为

"’ ,
"&’ & , & ’#$

",
"& - &,,

&$（7$ & 7’ , -$7, ,’ -$’ 70 ,,）"（ #）# !，（$$）
其中 # # 4.，4 是粒子速度，. 和&的关系由（$!）式给
出；而小参数$仅在形式上表示各项的大小 % 且

$# ##! 1（-"6!）
$ 1 ’， & # &! %’

-，%= # (+ 2’，

$7$ # 3! 2 %=，

$7’ # 3! 3$，$’ 7, # ,3! 3’ %=，

$, 70 # 3! 3, %’
=， （$’）

%= 是粒子偏离沟道中心平面的最大距离 % 考虑到
"（ #）是 # 的周期函数，则 "（ #）可展开为

"（ #）# %
>

5 # $
85 ./(5’#， （$,）

其中

85 # ’
!!

$ 1 ’

-$ 1 ’
"（&）./(

’!5#
! " #， （$0）

’ # ’!4
!

-"
6&!

% （$3）

注意到，对于薄层等厚的超晶格，沟道轴的方向与 #
轴的关系呈锯齿状，假设调制函数 "（ #）也具有相
似形状，且可用阶跃函数表示为

"（ #）#
(

!
’ &( )# - ! ’ # ’ !，

(
!
’ -( )# !’ # ’ !{ ，

（$5）

其中(是斜率 % 将（$5）式代入（$0）式，可得

85 #
0(!
（5!）’

5 为奇数，

! 5 为偶数
{

%
（$8）
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将方程（!"）代入方程（!!），并注意到（!#）式，就可进
一步讨论系统（!!）的 $%&’(马蹄与混沌行为 )

" * 系统的 $%&’(马蹄与混沌行为

令

! + !!"，"! + !!#!，", + #,，

"" +##" -!!，". +#, #. -!， （!/）
则方程（!!）可化为

!
0 1! 2!

" +#｛2 ,$!
·2（"! 1",!

2""!
, 2".!

"）｝$（%），（!3）
其中%由（!4）式给出 ) 我们关心的是系统（!3）的
$%&’(马蹄与混沌行为 ) 为此，首先找出系统的分界
线和它内部的周期解；然后构造相应的 5(’6789: 函
数；再根据 5(’6789: 函数的特征，讨论系统稳定和不
稳定流形的横向交截条件，然后判断系统是否存在

$%&’(马蹄与 $%&’(马蹄意义上的混沌行为 )
令方程（!3）中的#+ 4，可得无扰动系统

!
0 1! 2!

" + 4 ) （,4）
引入积分常数 %，并分两种情况讨论 )

!）% + !-.
方程（,4）的解可表示为［;］

! + < =&6>（%!- ,），

?!
?% + <!,, @(A>,（%!- ,）)

（,!）

（,!）式对应于系统（,4）的分界线，粒子运动周期为
无穷 ) 与分界线（,!）对应的 5(’6789: 函数可表示为

&（%4）+"
B

2B

?!
? [% 2 ,$

?!
?% 2（"! 1",! 2""!

,

2".!
"）$（% 2%4 ]）?%) （,,）

将（!"）和（,!）式代入方程（,,），并令 ’ + !，完成积
分，可得

&（%4）+ !. ,
" $ <!,!&(!"! A9@(A>

&%4

!( ),
A9@（&%4）

{1 !, ,", (!&@76（&%4）

< ,
""" (!（&, 2 ,）A9@（&%4）

1 ,
"". (!（&. 2 .）@76（&%4 }）

C ) ! 1 7&
!,
，! 2 7&

!( ),
， （,"）

其中 ) ! 1 7&
!,
，! 2 7&
!( ),
是’函数

［D］，(! 是 $（ *）的

傅里叶展开一次项系数（见（!"—!;）式）) 由（,"）式
可得稳定和不稳定流形横向交截的必要条件是

(!

$
#

(!A

$
， （,.）

其中 (!A是 (! 的临界值，且

(!A
$

+ .@76>（!& !- ,）
!&［""! 1 !" ,",& 1""（&, 2 ,）1".（&, 2 .）］

)

（,;）
由（,"）式可知

?&（%4）

?%4
$ 4 ) （,D）

于是系统有简单零点 ) 方程（,D）是系统稳定和不稳
定流形横向交截的充分条件 ) 只要条件（,.）满足，
系统将出现 $%&’(马蹄意义上的混沌 )

,）4%% E !-.
方程（,4）的解称为旋转周期解，且可表示为

! + !,(
! 1(! ,

@6（+），

?!
?% + !,(! 1(, A6（+）?6（+），

（,#）

其中

+ +%- ! 1(! ,， % + (,

（! 1(,）,
， （,/）

@6（+），A6（+）和 ?6（ +）是 F&A9G7&6椭圆函数，粒子运
动周期

, + . ! 1(! , -（(）， （,3）
其中 -（(）是第一类全椭圆积分，相关的 5(’6789:函
数可表示为（对于 ’ + !，周期 , + ,!.-& 的次谐
波）［D］

&.-!（%4）+"
,

4

?!
? [% 2 ,$

?!
?%
（"! 1",! 2""!

,

2".!
"）$（% 2%4 ]）?%

+ 2$/!（.，!）2［"! (! /,（.，!）

1", (! /"（.，!）］A9@（&%4）， （"4）

/!（.，!）+
!D

"（! 1(,）" H ,
［（(, 2 !）-（(）

1（(, 1 !）0（(）］， （"!）

/,（.，!）+
!. ,!&A9@(A> .!-I( )- # + !，.为奇数，

4 # $ !，.
{

为偶数，

（",）
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!!（"，"）# !!
（" $!%）

（" &"%）" ’ %

"
()*+(, "!#-

# $ # "，" 为奇数，

. $ ! "，"
{

为偶数，

（!!）

其中 %（"）是第二类全椭圆积分，而

#- # #（"-），"- # " $"" % / （!0）
利用类似方法可求得系统稳定和不稳定流形横向交

截的必要条件

&"
#
#

&"(
#
， （!1）

其中

&"(
#

#
!"（"，"）

$% !%（"，"）&$" !%（"，"）， （!2）

而 3456+马蹄存在的充分条件可直接从
7’"8"（%.）

7%.
! . （!9）

看出［9—:］/

0 ; 结果和讨论

我们把超晶格“折沟道”对粒子的作用等效为形

状相似的弱周期调制 / 利用作者之一曾经提出的正
弦平方势把粒子运动方程化为具有外周期弱调制的

非线性微分方程，并利用 <+6=>?)@ 方法分析了系统
出现 3456+ 马蹄的临界条件和 3456+ 马蹄意义上的
混沌行为 / 预言了带电粒子同超晶格相互作用过程
中，系统可能出现的混沌行为，为研究超晶格光磁

电效应提供了基本的理论分析 /
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