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采用一种新的平面波展开法研究金属光子晶体的带结构，即在传统平面波展开法的基础上，将“原问题”拓展，

引入一个“新问题”，通过求解“新问题”得到“原问题”的带结构，并论证了它们之间的关系 *为了准确求解“新问
题”，引入辅助函数，将其色散关系等价为一个积分微分本征方程，求解这个本征方程得到“新问题”的带结构，从而

由此导出“原问题”的带结构 *最后，以正方晶格二维金属光子晶体为例，进行数值计算，得到了满意的结果 *
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# @ 引 言

自 A2B4C9CD3>86提出光子晶体概念以来［#］，它已
成为人们研究的热点，众所周知，它的最大特征是存

在完全光子带隙（+EF）*电磁波在周期结构中的传
播是用能带理论来描述的，一般来讲，采用能带理论

精确计算带结构是很困难的，尤其对于金属结构更

是如此 *目前，已经提出了几种分析方法，如 ! 阶
法、传输矩阵法和平面波展开法等 * ! 阶法是基于
时域有限差分原理的，它的优点是计算量与系统的

大小成正比，并且可以得到场分布；传输矩阵法是一

种多散射方法，适合于计算复杂晶体结构的透射、反

射系数，对光子晶体物理概念的理解帮助不大 *而平
面波展开法则能够从物理概念上解释光子晶体的带

结构，是一种重要的方法，它要求电磁波在倒格矢空

间展开，将麦克斯韦方程转化为一个矩阵本征值问

题，其中本征矢代表了电磁波的本征模式，本征值代

表了相应的本征频率 *这个方法的不足是限定于求
解介质光子晶体，原因是它假定了媒质的介电系数

是有限且非色散的；它的另一个不足是收敛性问题，

尤其对于高介电系数比、高填充率和高工作频率［’］

更为敏感，这主要与介电系数的不连续性有关，也就

是与电磁场的不连续性有关，在进行平面波展开时，

这些不连续性引起了相关物理量在介质交界面上的

强烈波动，为了用平面波展开法比较精确的计算光

子晶体的带结构，需要大量的展开项，这将给计算带

来硬件和软件上的高要求 *对于金属光子晶体，电磁
场的不连续性更为突出，而且金属柱的介电常数随

频率变化，使得传统的平面波方法失效 *
为了从物理上理解金属光子晶体，本文采用了

一种新的方法，即所谓的以积分方程为基础的混合

平面波展开法，求解二维金属光子晶体的带结构 *下
面首先给出这种方法的数学推导，然后以正方晶格

为例进行数值计算，验证所述方法的正确性。

’@ 平面波展开法

考虑二维晶格金属柱，如图 #所示，晶格基矢为
!# 和 !’，矩形框区域为 GH 晶胞，用! I｛"# !# J

"’ !’："" "#K’｝表示，在单位晶胞内，金属柱区域
用 L表示，边界用!# 表示，相应的外单位法向向量
用 " 表示 *引入倒格矢量 ## 和 #’，与晶格基矢的关

系为 !$·#% I ’"#$，%，其中，#$，%是 MNC9<8O<N 符号 *
为了计算电磁本征模式，设平面波垂直金属柱所在

的轴 & I ’- 入射，对于二维光子晶体，类似于波导的
情况，可以定义 P/模式和 PQ模式，即磁场平行于
柱体的 P/模式和电场平行于柱体的 PQ模式 *二维
平面内的点用 $ I（’#，’’）表示，对于 PQ模式，令$
I (&，而 P/模式令$I )&，则$满足
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图 % 正方晶格单位 -.晶胞示意图

这里 # #（"%，"!）是波矢量，")"" 是法向导数，

!

是

横向梯度，"##) # 是自由空间波数，#是辐射电磁
波的角频率，# 是真空光速 +根据 /0123定理，函数!
满足

!（ ! " $$）#!（ !）·456（7#·$$）， （8）

其中 $$ # %% %% " %! %!，%%、%! 分别是任意整数下标，
可见，函数!具有平移对称性 +
对于 &’波，!在柱体边界上满足狄利克雷边

界条件（!(），而 &*波则满足诺埃曼边界条件（!,），
上标“ "”表示相关的场量位于边界"! 之外 +
对于在倒格矢空间中给定的 #，（%）式存在无穷

平凡解，表示为"#"（ #），这是一个多值函数，而这
个多值函数"（ #）就是所要求解的带结构的数学
表示 +
在（%）式中，!定义在金属柱之外的区域上，从

数学上可以将!的定义域扩展到金属柱内部，即在
整个空间上求解!+对于 &’模式，只需要在金属柱
内定义!# $即可，而对于 &*模式，则令!

"为"!
外部的解，!

9为"! 内部的解，它们在边界上连续 +
这样!在单位 -.晶胞内处处满足（%），（!(）和（!,）
式，求解新定义域内的!就是所谓的“新问题”+“新
问题”与“原问题”的区别是拓展了!的定义域，即
在“原问题”的基础上引入了金属柱的内部电磁模

式，这些电磁模式是导体内部狄利克雷问题的

解［8，:］，它们在金属柱外部为零，而且与波矢、极化方

向无关，在带结构图上表现为一些非色散平坦带，可

以用导波场论精确求解 +可见，“新问题”的带结构是
由金属光子晶体的带结构和一些非色散带组成的 +
根据上面的分析，“新问题”的本征函数在整个

单位 -. 晶胞上是连续的（在边界"! 上有!
" #

!
9），但是它的一阶导数在边界上不连续，这使得在

用平面波展开法求解时，傅里叶序列的收敛速度很

慢 +为此，引入辅助函数，推导了与“新问题”有着相
同带结构的积分微分方程，它的本征函数将更加光

滑，收敛速度也更快 +

!作为“新问题”的解，它在整个空间上连续 +引
入一个辅助函数$，使它满足!

!$ # 9"
!
!， （:(）

$（ ! " $$）#$（ !）·456（7#·$$）+ （:,）
由!的连续性和（:(）式知，在单位 -.晶胞内，$具
有二阶连续导数（包括在边界上），下面将证明$是
某积分微分方程的解 +
定义

% #! 9$， （;）
由（%）—（;）式得到，对于&<"! 内的任意一点 ! 有!

!
% # $， （=(）

%（ ! " $$）#%（ !）·456（7#·$$）+ （=,）
由于（=(）式是齐次方程，固%存在非平凡解 +由!
和$的性质知，%的法向导数在边界上不连续 +为了
获得%的积分表示，引入晶格格林函数’（ ! !>），
满足

!

!’6 # 9 497#·（ !9 !>）"
&
(（ ! 9 !> 9 !&）， （?）

其中，! #（ ’%，’!）是场点，!> #（ ’>%，’>!）是源点，& #
（ (%，(!）为整数复合下标，)% # (% %% " (! %! 表示晶格

点，函数’6（! !>）具有平移对称性 +晶格格林函数的
具体求解参看附录 @+由（=(）式和（?）式，得到恒等式!

>·（

!

>’6% 9’6

!

>%）

# 9%（ !>）497#·（ !9 !>）"
&
(（ ! 9 !> 9 )&） （A）

梯度符号上的“>”表示对 !>作用，由（=,）式知，对于
每个晶格点有%（ ! 9 !&）456（ 9 7#·!&）#%（ !），因此
（A）式转化为 !

>·（

!

>’6% 9’6

!

>%）

# 9%（ !）"
&
(（ ! 9 !> 9 )&）+ （B）

在单位 -. 晶胞内对（B）式两边积分，积分变量为
!>，很明显右边的积分结果为 9%（ !）+由%的性质，
左边的积分为

左边 ##
&

!

>·（

!

>’6% 9’6

!

>%）C*>
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&9 !

!

>·（

!
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由（*+）式和函数 !" 的性质知，函数（

"

#!$" "

!$

"

#"）也满足 ,-./0 定理，具有平移对称性 ’由晶

格的平移对称性［1］知，函数（

"

#!$" "!$

"

#"）在 23
晶胞边界上的积分为 )，即（()）式右边第二项为 )，
于是（()）式变为

"（ "）!!!!
（!!$（ " "#）

!# ·（"
% ""

"）

" !"
%

!## "!"
"

!#( )# ·!$（ " "#））&!# ’（((）

由"的定义知，"
% ""

" ! )，结合（45）式得到

$（ "）!%（ "）%!!!
#（ "#）!$（ " "#）& $#，（(6）

#（ "#）!!"
"

!## "!"
%

!## ! !$
"

!## "!$
%

!## ’ （(7）

联立（65），（6+）和（(6）式得到［*］

) !%（ "）%!!!
#（ "#）!$（ " "#）& $#， （(4）

) !!%（ "）
!# %!!!

#（ "#）!!（ " "#）
!# & $#

" (
6 #（ "）’ （(1）

在这里，定义如下积分算符：

%# !!!!
#（ "#）!$（ " "#）& $#， （(*）

& 8 # !!!!
#（ "#）!!$（ " "#）

!# & $#

" (
6（8 #（ "））’ （(9）

假设算符 %，& 可逆，则（(4）和（(1）式可以转化为
# ! " % "(% （:;模式）， （(<）

# ! " & "(
%
!%
!# （:=模式）’ （(>）

联立（45）和（(6）式得到

"

6% %&
6（% %!!!

#!$& $#）! )， （6)）

其中函数%?@$（A$·"）具有平移对称性，从波矢空间
的角度，很容易说明（6)）式的%对应于“新问题”的

$’进一步分析知，$是“新问题”的解的充分必要条
件是%是（6)）式的一个非平凡解，即%和$是等价
的，它们有着相同的带结构 ’方程（6)）就是所求的积
分微分方程，它是一个本征值问题，对于给定的波矢

’，有无穷多个波数&与其对应 ’正如上面所指出

的，由（6)）式不仅可以导出“新问题”的本征方程，而
且求得的本征函数将更加光滑，有着二阶连续导数，

可以展开为快速收敛的傅里叶序列，它的带结构可

以用平面波展开法快速求解 ’下面将推导（6)）式对
应的本征方程 ’
将%展开为傅里叶级数

%（ "）! "
(
)(（$）*(（ "）， （6(）

其中 ( !（ +(，+6）是整数复合下标，)( 是关于波矢的

函数，*( 是一个平面波，表示为

*(（ "）! (
,# /

?" A$B·"， （66）

其中 $( ! ’ % +( %( % +6 %6，,/ ! &( C &6 是晶胞的

面积 ’将（6(）式代入（6)）式，并且同乘以 *$-（ - 是整
数复合指标），在单位 23晶胞内，对方程两边积分
得到

" (
&

6 )- ’-
6 % )- %!!!

#〈*- !$〉& $# ! )，（67）

其中

〈*- !$〉!
(
,# /!#!$（ " "#）?A$-·" &6 " （64）

根据附录 D，将（)6）式代入（64）式中，并求解积分得
到

〈*- !$〉!
(
’-

6 *$-（ "#）’ （61）

将（61）式代入（67）式得到
(
’-

6 )- % (
’-

4〈*- #〉!! ! (
&

6 )- ’ （6*）

在上述方程中，定义了内积〈* #〉!! !!!!
*$ .& $，其

中 * 和 . 是任意函数，且定义在边界!! 上 ’联立
（(<），（(>），（6)）和（6(）式得到

(
’-

6 )- " (
’-

4"
(
)(〈*- % "( *(〉!!

! (
&

6 )- （:;波）， （69）

(
’-

6 )- " (
’-

4"
(
)(〈*- & "(!*(

!#〉!!

! (
&

6 )- （:=波）’ （6<）

方程（69）和（6<）就是“新问题”的本征方程，本征值
为 (E#

6，为了从数值上求解之，对（6(）式的傅里叶
展开序列进行截断，并对（(<）和（(>）式的积分方程
进行离散化处理，这里采用 FGHIJ.K方法［*，9］’
如前所述，金属光子晶体的带结构包含于“新问
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题”的带结构之中，而“新问题”的带结构可以通过求

解本征方程（!"）和（!#）得到 $我们知道非色散带是
与金属柱内部电磁模式的谐振频率相关的，当填充

比很小，即金属柱截面很小时，金属柱内部电磁模式

的谐振频率很高，即非色散带对光子晶体的低通带

是没有影响的，也就是说在仅研究低通带时，可以不

考虑非色散带的影响，“新问题”的色散关系近似为

金属光子晶体的色散关系 $
从“新问题”的带结构中提取“原问题”的带结

构，理论上很简单，但是实际操作却很不好掌握，常

用的方法有两种：一是在计算带结构的过程中检验

是否为非色散带，这种方法比较有效，但是当“原问

题”的带结构比较平坦时，就容易混淆，产生错误；二

是根据金属柱内部电磁模式在金属柱外部为零的事

实，预先计算金属柱内部电磁模式的谐振频率，对于

金属柱截面为规则形状的情形，可以用导波场论的

方法解析求得［#］，下面具体介绍这种方法 $
由于金属柱内部电磁模式与极化无关，这里以

%&模式为例，对于任意的波矢 !，由本征方程（!"）
和（!#）求得满足方程（!’）的本征函数，设!是其中
的一个本征函数，其对应的波数为"，检验"是否为
导体内部电磁模式的波数，由（(!）式和（(#）式得到

#（ "）)!（ "）*!!!" *(!·$+（ " ",）- #, $（!.）

波数"对应于金属导体内部电磁模式的波数的充
分必要条件是（!.）式中的#在金属柱外面区域上
为 ’，由文献［/］知，#在边界上的法向导数为

!#
0

!# ) !!!# * $ 0 " *(!， （1’）

其中!#
2 3!# 为金属柱外部的法向导数，!#

* 3!#
为金属柱内部的法向导数，若"对应于金属柱内部
谐振模式，则!#

2 3!# ) ’，!#
* 3!#"’，类似地，若

"不是金属柱内部模式的波数时，则有!#
2 3!#"

’，!#
* 3!# ) ’$鉴于上面的分析，提出如下方法来鉴

别是否为内部模式，当!#
2 3!# 的范数远大于!#

* 3
!# 的范数时，为外部模式，反之为内部模式，但是
当它们相差不大时，却很难区分，这就是常说的简

并，为了避免简并，必须增加平面波的展开项数 $一
般来讲，我们只对光子晶体的低通带感兴趣，所以只

需要确定金属柱内部电磁模式的几个低谐振频率就

可以了 $
对于布里渊区内的任意波矢 !，代入（!"）和

（!#）式求解其对应的本征值，得到金属光子晶体的
带结构，然后从计算得到的带结构中去掉因金属柱

内部模式而形成的非色散带就可以了 $这里需要指
出的是由于涉及到数值近似，前面计算得到的金属

柱内部电磁模式并非确切得与带结构中所包含的内

部模式相同 $实际上去掉的是那些接近于内部模式
的非色散带 $

1 4 数值计算与分析

下面，以正方晶格正方形截面金属柱光子晶体

为例进行计算，设晶格常数为 %，金属柱边长为 !&，
在计算中截取了 5. 个平面波项，积分计算采用
6789:;<方法离散，在正方边界上取 1! 个点数值求
积分 $对于布里渊区里的每个 !，求得其对应的本征
值 (3"

!，在奔腾 => !45?@A处理器上，计算时间不到
!’<BC，计算速度比文献［.］所用方法快得多 $
首先，计算了三种不同填充比的金属光子晶体

的带结构，如图 !、图 1和图 5所示，它们的填充比分
别为 & 3 % ) ’4!/，& 3 % ) ’415 和 & 3 % ) ’45D，其中虚
线为 %&模式，实线为 %E模式，阴影区域为禁带 $横
坐标%为 ’ 空间的原点，( ) ’4D$(，$ ) ’4D（ $( 2
$!），纵坐标"& 3"为归一化波数 $从图中可以看出，
金属光子晶体一般不存在绝对光子带隙，这是与介

质光子晶体［(’—(1］不同的 $

图 ! 填充比为 &3 % ) ’4!/时的带结构

从以上图形看出，对于 %&模式，不仅存在截止
频率，而且禁带宽度随填充比的增大而增大；对于

%E模式，则不存在截止频率，禁带是在填充比增加
到一定值后才出现的 $
下面，计算了 %&模式的截止波长（&’ 3 %）随填

充比（ )）的变化情况，如图 D所示，从图中看出，截止
波长随着填充比的增大而变小，这从物理上是很容

易解释的，当金属柱很密时，电磁波的传输空间变

小，使得截止波长变短 $从而也间接地说明了所用方
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图 ! 填充比为 !" " # $%!&时的带结构

图 & 填充比为 !" " # $%&’时的带结构

法的正确性 (

图 ’ )*模式截止波长随填充比的变化

最后，计算了 )*模式和 )+模式禁带相对宽度
（,）随填充比（ #）的变化情况，如图 -所示 (从图中
看出，)*模式的禁带相对宽度随填充比变化缓慢，
且一开始就存在禁带；而 )+模式的禁带相对宽度
随填充比的增大急剧上升，一开始并不存在禁带，而

是当填充比达到某一数值才出现的 (

图 - 禁带相对宽度随填充比的变化

&% 结 论

采用新型平面波展开法推导并分析了二维金属

光子晶体的带结构 (首先从数学上对这种方法进行
了严格的推导，导出了一个积分微分本征方程，由于

这个本征方程的本征函数很光滑，使得用平面波展

开法求解，傅里叶序列收敛速度很快，只需要几项就

可以得到精确的结果，并且它较文献［.］所述的方法
更加高效，计算时间和准确度都很高 (最后以正方晶
格二维金属光子晶体为例，进行了数值计算，得到了

令人满意的结果 (此外，本文所用的方法可以用于求
解金属光子晶体的三维问题以及介质光子晶体，这

将是我们下一步的工作 (

附录 /

在这里，给出（0）式中晶格格林函数的解 (考虑普遍情
形，方程形式如下：

!

1!2 3"
1!2

# 4 54 6!·（ "4 "7）!$
#（ " 4 "7 4 "$）， （/8）

其中函数!2 592（6!·（ " 4 "7））具有平移对称性，"是给定波

数，当"# $时，（/8）就自动变为（0）式 (如果把!2 看作是晶

格格林函数，那么根据晶格格林函数的性质，!2 可以表示

为［0］

!2（#）# 8
%:5;;!&

54 6!&·#

!&
1 4"

1， （/1）

其中 !& # ’ 3 (8 $8 3 (1 $，# #（)8，)1）# " 4 "7，& #（ (8，(1）是

复合整数下标，%:5;;是单位晶胞面积 (分析（/1）式知，它的收

敛速度并不是最佳的，但是，用于求解本文所述金属光子晶

体的带结构已经足够了 (
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鉴于文章的完整性以及作者阅读参考文献的收获，在这

里给出了!! 的另一种表示形式
［"#］：

!!（!）$
"

% "" %!!
&’ (#!，" !

)"!

* &’"! "
# +!

,

&,"!"#
& #)#

（"! , ($!，#
） ’( )" ，
（-.）

其中"! $ #!，"
) ’#$ )，#! $ $ + !$"，#!，"是 #! 在 "" 方

向上的投影，$!，#，#)，#，"#分别是 #!，")，! 在 "" 垂直方向

上的投影，“ ,”号是两部分求和的缩写 /经过分析知道，

（%.）式具有指数收敛速度，但是它的适用范围是 "# 0

#)# /这个公式的具体分析已远远超出了本文的研究

范围 /

［"］ 1234565789:; <，=>899&? @ A，B&C6D E F "GG" &’() / *+, / -+.. /

!" ))GH
［)］ I844&6&C7& J K，J8:;& F "GG# / / 012 / 34. / #$ )#"
［.］ L847&8?86;2 F，M&?626N&O P - )QQ) &516 / 7888 %&R9S:*97 9(;4 /

# .H)
［#］ P56:82C?5 =，-?:8568 J，T?&OO26 F，J&??&D?868 B "GGU 7888

<5#!) / 0=651>#,+ <’+15( <+6’ / ## "QHV
［H］ 126 L L )QQQ 91?=2R ).#.+ &’()=6)（T&8(86D：T&8(86D W687&?O89X J?&OO）

P;2!9&? .
［U］ P54956 Y， E?&OO K "GG) 7!,+5)+ %61").=6 #!2 8?+6.51;#@!+.=6

96#..+5=!@ <’+15(（T&?486：L!?86D&?RI&?42D）P;2!9&? U
［V］ Z8:5?578:8 Z -，F:J;&N?26 K P，E&RY2 T "GGH &’() / *+, / 8 /

9.#. / &’() / &?#);#) A?"=2) *+?#. / 7!.+52=)6=4 / <14 / %$ UGQ
［[］ P54486 K < "GG" A=+?2 <’+15( 1B C"=2+2 D#,+)（Z&\ 15?]：^<<<

J?&OO）P;2!9&? H

［G］ Z8:5?578:8 Z -，F:J;&N?26 K P，T599&6 B P "GGH &’() / *+, / 8 /

9.#. / &’() / &?#);#) A?"=2) *+?#. / 7!.+52=)6=4 / <14 / %& "".H
［"Q］ _;C26D M，‘& L B，‘& A J，M&6D L L )QQ) %6.# &’() / 9=! / %$ .HH
（86 P;86&O&）［庄 飞、何赛灵、何江平、冯尚申 )QQ) 物理学报

%$ .HH］

［""］ M&6D L L，L;&6 B M，‘& L B )QQ# %6.# &’() / 9=! / %’ "H#Q（86

P;86&O&）［冯尚申、沈林放、何赛灵 )QQ# 物理学报 %’ "H#Q］

［")］ ‘& 1 A，LC ‘ F，@26D M a，Y56D J，b26D ‘ _ )QQ" %6.# &’() /

9=! / %( GU（86 P;86&O&）［何拥军、苏惠敏、唐芳琼、董 鹏、汪

河洲 )QQ" 物理学报 %( GU］

［".］ b26D ‘，B8 1 J )QQ" %6.# &’() / 9=! / %( ")#（86 P;86&O&）［王

辉、李永平 )QQ" 物理学报 %( ")#］

［"#］ A5?D&6O56 K，F899?2 K "GGQ 7888 <5#!) / %!.+!!#) &514#@#. / ’)
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