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研究了相空间中力学系统的一种新对称性———()*+,*)对称性及其守恒量 - 提出这种新对称性的定义，给出了
系统 ()*+,*)对称性的判据，得到了系统 ()*+,*)对称性导致的广义 ./0123守恒量和 ,*)守恒量 - 举例说明了结果
的应用 -
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& 5 引 言

力学系统对称性与守恒量的研究具有重要的理

论意义和实际价值 - 利用动力学系统的对称性来寻
找系统的守恒量是分析力学的一个近代发展方向，

近年来备受关注 - 力学系统的近代对称性理论主要
有 6/*78*9对称性、()*对称性和 ,*)对称性［&—&$］- 得
到的守恒量主要有 6/*78*9守恒量、./0123守恒量和
新型守恒量（也称 ,*)守恒量）［&，&&］- 在以往的研究
中通常都是由一种对称性寻求一种类型的守恒量 -
最近，梅凤翔等［&!，&4］将上述三种对称性联合，研究了

位形空间中力学系统的统一对称性，由统一对称性

同时得到了上述的三种守恒量 - 吴惠彬［&:］研究了位
形空间中 (2;923;*系统的 ()*形式不变性及其守恒
量 - 本文研究相空间中力学系统的 ()*+,*)对称性，
给出相空间中力学系统 ()*+,*)对称性的定义和判
据，得到系统 ()*+,*) 对称性导致的广义 ./0123 守
恒量和 ,*)守恒量 -

! 5 ()*+,*)对称性的定义和判据

相空间中力学系统的运动微分方程为
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式中，# < #（ &，!，"）是系统的 .21)?7/3函数，%" <

%"（ &，!，"）为非势广义力 - 展开方程（&），并记作
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引入相空间的无限小群变换
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式中，!为无限小参量，"$，""，#" 为无限小变换的生

成元 -
定义 如果力学系统（&）的一个对称性既是 ()*

对称性又是 ,*)对称性，则称该对称性为系统（&）的
()*+,*)对称性 -
方程（&）的 ()*对称性确定方程为
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方程（:）也可写成下列等价形式：
@—""
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方程（’）的 ()*对称性确定方程为
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根据定义，利用（,），（+）式可得以下判据 %
判据 对相空间中的力学系统（’），如果无限小

变换的生成元"#，"!，!! 满足
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则相应的对称性是系统的 /*)0()*对称性 %

1 2 /*)0()*对称性导致的守恒量

相空间中力学系统的 /*)0()*对称性在一定条
件下可导致广义 345678守恒量和 ()*守恒量 %
命题 ! 对力学系统（’），如果在无限小变换

（1）式下，存在函数 ) $ )（ "，!，"）满足
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则系统的 /*)0()*对称性导致守恒量
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证明 我们有
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从定义知，力学系统（’）的 /*)0()*对称性也一定是
/*)对称性，将（’,）—（’>）式代入（’1）式并利用（&）
式，可得
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将条件（’’）式对 "，’, 和 %, 求偏导数，并将其代入
（’?）式，可得
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考虑到（&）式，则有
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我们称守恒量（’-）式为相空间中力学系统的广义
345678守恒量 % 当"# $ #时，守恒量（’-）式化为
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这就是文献［’=］中给出的相空间中力学系统的
345678守恒量 %对 376*9<48系统，（’-）式化为
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这正是文献［’>］中给出的结果 %当"# $ #时，（-’）式
化为
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这就是文献［’］中给出的 376*9<48系统的 345678守
恒量 %
命题 " 对力学系统（’），如果存在函数 -(（ "，

!，"）使无限小变换的生成元满足
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则系统的 )*+,%+*对称性导致 %+*守恒量
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从定义知，力学系统（5）的 )*+,%+*对称性也一定是
%+*对称性，因此将 %+*对称性的确定方程（6）代入
（’4）式并利用（’(）式，可得
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38 算 例

力学系统的 9:;*<1./函数为
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系统受到的非势广义力为 "5 & & ! (5 ! (’，"’ & "
试研究其 )*+,%+*对称性 2
运动微分方程（5）给出
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则 !（"）（)）& "，!（"）（"5）& "，系统 )*+,%+*对称性的
判据方程（5"）满足 2
由（55）式可得
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48 结 论

本文给出的相空间中力学系统的新对称性———

)*+,%+*对称性，包含了 )*+对称性和 %+*对称性，具
有更普遍的意义 2 以往关于相空间中力学系统对称
性与守恒量的研究大都是由一种对称性得到一类守

恒量，本文由 )*+,%+*对称性同时得到了系统的广义
9.?;:/守恒量和 %+*守恒量 2 通常的 9.?;:/守恒量
都是在!" & "的特殊无限小变换下得到的，而本文给
出的广义 9.?;:/守恒量是在!"!"的一般无限小变
换下得到的，具有更一般的意义 2 当!" & "时，本文的
广义 9.?;:/守恒量便化为 9.?;:/守恒量 2
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