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以杆的横截面为研究对象，讨论了其自由度，给出了截面虚位移定义，并定义变分和偏微分运算对独立坐标服

从交换关系 * 给出了曲面约束的基本假设，讨论了约束对截面自由度的影响以及加在虚位移上的限制方程 * 从
+’,-./0.12原理出发结合虚功原理，建立了弹性杆动力学的 +’,-./0.1234561576.原理，当杆的材料服从线性本构关
系时，化作 89-.134561576.形式、:;.-<.7形式和 ,==.--形式 * 由此导出了 >;1?@@ABB方程以及 4561576.方程、:;.-<.7方
程和 ,==.--方程，得到了用截面弹性应变势能和转动动能表示的能量关系式 * 对于受曲面约束情形，导出了带乘子
的 4561576.方程 * 建立了弹性杆动力学的积分变分原理的数学表达式，在线性本构关系下化作 C5/;-2A7原理的数
学表达式 * 用正则变量描述截面的状态，定义了 C5/;-2A7函数，导出了 C5/;-2A7正则方程 * 构筑了弹性杆动力学建
模的分析方法———双自变量分析力学的理论框架 *
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!国家自然科学基金（批准号：!$&("$’(）资助的课题 *

! D 引 言

自 "$世纪 ($年代以来，以 +:,等生物大分子
链为背景的超细长弹性杆非线性力学再次受到关

注，出现了一个力学与分子生物学交叉的研究领

域［!—!"］* 基于 >;1?@@ABB 动力学比拟，分析力学方法
在静力学建模以及平衡和稳定性问题的研究中显出

优越性，尤其是对受约束的弹性杆［#］* 鉴于文献中
是直接应用 C5/;-2A7原理和 4561576.方程研究弹性
杆静力学，缺乏一些必要的基础概念而未能形成弹

性杆平衡问题的分析力学理论［!#—!%］* 作者从分析
力学的基本概念出发，定义了点和截面的虚位移，建

立了弹性杆平衡问题的 +’,-./0.1234561576.原理等
分析力学的各种微分和积分变分原理，导出了

4561576.方程等各种形式的平衡微分方程，试图形
成弹性杆平衡问题的分析力学理论框架［!’］* 当前，
依据 >;1?@@ABB理论对弹性杆力学的研究已从静力学
转向动力学，用矢量形式的动力方程建模［(、!(—!)］，而

分析力学方法尚未见报道 * 本文试图将文献［!’］的
结果推广到弹性杆动力学，以期形成弹性杆动力学

的分析力学理论框架 *
弹性杆静力学的变分原理和平衡微分方程与刚

体定点转动动力学相当 * 将此方法推广到弹性杆动
力学，必定要加入时间 * 因此，弹性杆的分析动力学
具有弧坐标和时间双自变量，并且可以退化为弹性

杆分析静力学或刚性杆分析动力学 *
本文仍以截面为对象，在弧坐标与时间双自变

量下讨论其自由度问题，给出虚位移的定义，将

+’,-./0.12原理与虚功原理结合，建立 +’,-./0.123
4561576.原理和 C5/;-2A7原理，导出弹性杆动力学的
4561576.方程、:;.-<.7方程、,==.--方程以及 C5/;-2A7
正则方程，得到了用截面弹性应变势能和转动动能

表示的能量关系式 * 初步构成弹性杆动力学的分析
力学理论框架 *

" D 杆横截面的运动学

基于 >;1?@@ABB假定，以杆的横截面为对象，建立
惯性坐标系 !3!"#和与截面固结的形心主轴坐标系
"3#$%，沿坐标轴的单位基矢量列阵分别为

! E F（!! !" !#）
G，
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!! !（!"，（ "，#） !#（ "，#） !$（ "，#））%，
其中 " 为中心线的弧坐标，# 为时间，!$ 为切向基矢

量，指向弧坐标增加方向 & 外法矢与 !$ 一致的截面

记为 " ’，否则记为 " ( & 两组基有关系 !! ! $! )，$
为单位正交阵 & !*%&’ 的位置用截面形心相对惯性

系的矢径 " !
!

(!的坐标阵
) !（!（ "，#）"（ "，#）#（ "，#））%

和 +,-./角列阵
* !（$（ "，#） %（ "，#） &（ "，#））%

描述 & 截面的运动方程为
) ! )（ "，#），
* ! *（ "，#）&

（"）

设这 0个位形坐标关于 "，# 为二阶连续可微 & 截面
随 " 和 # 的变化都称为运动 & 对于除端部外不受约
束的自由弹性杆，这 0 个广义坐标为独立变量，按
12/344566假定，其偏导数需满足方程

"7 ! !$， （#）
式中撇号表示对 " 的偏导数 & 投影式为

!7 ! 829$829%，

"7 ! ( 358$829%，

#7 ! 358%&
（$）

方程（$）是不可积的，构成对截面状态的非完整约
束 & 因此截面关于时间的自由度为 0，而关于弧坐标
的自由度仅为 $ & 从而表明自由 12/344566杆为非完
整系统 & 只要变形前后的挠性线满足光滑条件，约
束（$）式就能自动实现 & 这一约束的特殊性在于无
需约束力 &
截面的弯扭度!（ "，#）和角速度"（ "，#）可以

表示成 +,-./角偏导数的线性组合

! ! "
$

+ ! "
#+*7+，

" ! "
$

+ ! "
#+*
·

+，

（:）

式中，#+ 为 +,-./ 角的矢值函数，*+ 依次为 $ 个

+,-./角，其中变量顶部的点号表示对 # 的偏导数 &
（:）式在主轴坐标系中的矩阵式为

’ ! (*7，

) ! (*·，
（;）

式中，

’ !（’" ’# ’$）
%，

) !（)" )# )$）
%，

’+ !!·!+，

)+ !"·!+，

矩阵(的定义为［$、#<—##］

( !
829%829& 358& <
829%358& ( 829& <

358%









< "
&

截面的弯扭度和角速度存在下列关系：

!!
!# (!"!" ’! =" ! <，

#!!
!# (

#!"
!" (! =" ! <，

（0）

式中符号顶部的波浪号表示相对主轴坐标系 !*%&’
的偏导数 &（:）式使得（0）式成为恒等式 & 截面角速
度" 与挠性线上点 ! 的速度 # !!" >!# 存在如下
关系：

!#
!" ! " = !$，

#!#
!" ’! = # ! " = !$ &

（?）

$@ 杆横截面的虚位移

在 12/344566假定下，同一截面上不同点的虚位
移形成截面的虚位移 &
定义（截面虚位移） 约束所允许的、与弧坐标

和时间变化无关的、假想的截面无限小位移定义为

截面的虚位移，它可分解为随形心的虚平移和相对

形心的虚角位移，分别记为"" 和"$ &
截面的虚位移导致杆的虚位形，它也是杆的可

能运动状态，因此可以计算截面的虚位移对弧坐标

或时间的偏导数 & 定义偏微分和变分运算对独立坐
标服从下列交换关系：

!
!""（ ）!"

!
!"（ ），

!
!#"（ ）!"

!
!#（ ）&

（A）

截面虚角位移的矢量式和矩阵式分别为

"$ ! "
$

+ ! "
#+"*+，

"* ! ("* &
（B）

可以导出如下关系：

!
!"（"$）!"

C
!，

!
C

!"（"$）!"!；
（"<D）

!
!#（"$）!"

C
"，
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!
!

!!（"!）"""， （#$%）

式中符号顶部的波浪号表示运算是相对主轴坐标系

"&#$% 的，此关系也可以用 ’()*+角验证 ,
因无需约束力，（-）式是伪非完整约束，它仅限

制截面关于弧坐标的自由度而不构成对虚位移的

限制 ,

. / 约束、约束方程和约束力

设杆处在曲面上，惯性空间中的曲面约束由

方程

&!（!0，"0，#0）" $ （##1）
或方程

! " !（’#，’2） （##%）
描述 , 这里，

!0 "!0（’#，’2，），

"0 ""0（’#，’2，），

#0 "#0（’#，’2，），

其中 ’#，’2 为参数 , 对约束作如下假设：（#）约束曲
面为小曲率、连续、光滑和有向；（2）曲面约束为双面
的和刚性的；（-）不计约束力对杆截面形状的影响，
横截面的边界上有且只有一点与约束曲面接触 , 根
据这一假设，截面与约束之间存在如下关系：

! " " 3 #， （#2）
式中，! 为约束曲面上的点；#（ (，)）为 ( 截面的边
界相对形心的矢径，) 为参数 , 设 # 关于 (，) 具有
二阶连续偏导数，且 #·$- " $，在 "&#$ 平面中围成
的区域是凸的 , 对于给定的 ( 和 !，存在唯一的一点
) " )（ (，!）满足（#2）式 , 由此得

!0 "! 3 *!，

"0 "" 3 *"，

#0 "# 3 *#，
（#-）

式中 *!，*"，*#为 # 依次在轴!，"，#上的投影 , 导
出对杆截面位形的约束方程

&（!，"，#，$，%，&，(，)）

" &!（! 3 *!，" 3 *"，# 3 *#）" $, （#.）
将 # 固定在截面上，计算 & 对 (，! 的偏导数，可化为

!&
!( " %·!+

!( 3#·（# 4 %）" $，（#51）

!&
!! " %·!+

!! 3"·（# 4 %）" $，（#5%）

其中!
! # 6!( " $，% 为约束曲面在接触点的法向量 ,

（#.）式的变分可化为

"& " %·"" 3（# 4 %）·"! " $, （#50）
设截面的运动受到不滑动约束，即要求接触点的速

度为零

!!
!! " !"!! 3" 4 # " $， （#7）

其中仍将 # 看作截面上的固定矢量 , 显然，（#7）式
是不可积的，因而是非完整约束 , 对虚位移的限制
方程为

"! """ 3"! 4 # " $, （#8）
此时（#50）式自然满足 ,（#.）式使截面的广义坐标
数减少 #，（#5）式使关于弧坐标和时间的自由度分
别减为 2和 5 , 不滑动约束（#7）式使关于时间的自
由度再减少 2 ,（#50）和（#8）式可统一写作

"
7

, " #
-.,’/, " $ （ . " #或 . " #，2，-），（#9）

式中 /. "!，/5 ""，/7 "#，-.,为（#50）或（#8）式的系
数矩阵 , 对虚位移的限制方程（#9）等价于理想约束
条件

&0·"! " $，

式中 &0 为曲面对杆截面的约束力 ,

5 / 弹性杆动力学的微分变分原理

下面建立截面动力学的微分变分原理 , 以 ( :

和（ ( 3#(）3为端面的微段杆为对象，内力主矢和主
矩在截面 ( :上分别为 : &（ (，!）和 : ’（ (，!），在（ (
3#(）3上分别为

&（ ( 3#(，!）" & 3#&，
’（ ( 3#(，!）" ’ 3#’ ,

此微段杆的惯性力的主矢和主矩分别为

#&0 " :(";#+，

#’0 " :#(!（(·"）
!! ,

这里，(为杆沿中心线的线密度，( 为截面的惯量并
矢，其主轴坐标系下的坐标阵为 1 " <=1>（ 1# 12

1-），1. "(2. 6-，其中，- 为截面积，2#，22 为截面对主
轴 #，$ 的惯性矩，2- 为对 % 轴的极惯性矩，且有 2-
" 2# 3 22 , 设杆上作用有沿中心线的连续分布力

)（ (，!）和分布力偶 *（ (，!）, 所有这些力在截面虚
位移上所作的虚功之和为

"3#? "（#& 3#&0 3 )#(）·"" 3（#’ 3#" 4 &

3#’0 3 *#(）·"!， （#@）
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式中用到了理想约束条件，并略去了二阶微量 ! 将
（"#）式等号两端均除以!!，并令!!!$，导出

"" % #!#! &!
#’ "
##’ (( )# ·"" ( #$#! ( %) *( !

& ###（&·!）( )’ ·""， （’$）

其中偏导数包括对隐含的 ! 或 #，称为全偏导数 ! 于
是 +’,-./0.1234561576.原理［’$—’’］在 891:;;<==杆动力
学中的表述为：受有理想双面约束的 891:;;<==弹性
杆在任意时刻的真实运动不同于运动学上的可能运

动仅在于真实运动对于任意的虚位移有

"" % #!#! &!
#’ "
##’ (( )# ·"" ( #$#! ( %) *( !

& ###（&·!）( )’ ·"" % $! （’"）

（’"）式也可以直接从动力学方程导出 ! 设杆服从线
性本构关系，用主轴分量表示为

$% % &%（"% &"$
%） （ % % "，’，)），（’’）

式中，"$
% %"$

%（ !）为原始弯扭度分量，&"，&’ 为关于

主轴 ’，( 的抗弯刚度，&) 为关于主轴 ) 的抗扭刚
度 ! 可以证明如下关系［)，">，"?］：

#$
#! ·

##
#*@%

% ##!
#+1

#*@%
&#+

1

#*%
（ % % "，’，)）， （’)5）

#
##（&·!）·

#!
#*·%

% ###
#,1

#*·%
&#,

1

#*%
（ % % "，’，)），

（’)0）
式中，

+ 1 % "
’"

)

% % "
&%（"% &"$

%）
’，

, 1 % "
’"

)

% % "
-%#’

%

分别为 ! 截面的弹性应变势能和转动动能 ! 注意到

##A#*@% %#!A#*·% %$% 和#+ 1 A#*·% %#, 1 A#*@% % $及
（’)）式，（’"）式化作 BC-.134561576.形式

"" % #!#! &!
#’ "
##’ (( )# ·"" ("

)

% %
[

"

#
#!
#$1

#*@( )
%

( ###
#$1

#*·( )
%

&#$
1

#*%
( ./

% ( . ]% ·"*%

% $， （’D）
式中，

$1 % + 1 & , 1，

./
% %（%) * !）·$%，

.% % ’·$% !
（’"）式也可化作 E9.-F.7形式

"" % #!#! &!
#’ "
##’ (( )# ·"" ("

)

% %
(

"

#
#*@%
#$1

#!

( #
#*·%
#$1

## & )#$
1

#*%
( ./

% ( . )% ·"*%
% $! （’>）

注意到##A#*@% %##@#*G% %#!A#*·% %#!
·
A#*H % %

$%，存在如下关系：

#$
#! ( %) * ! (( )’ ·##@

#*G%
%#%

1
!

#*G%
， （’?）

#
##（&·!）·

#!
·

#*H %
%#%

1
#

#*H %
， （’I）

式中［"?］，

%1
! % "

’"0
&0 "@0 &"$@( )0

’

(（# * $ ( %) * ! ( ’）·#@，（’J）

%1
# % "

’"0
-0!
·’

0 (［! *（&·!）］·!
· !（’#）

于是，（’"）式化作 ,KK.--形式

"" % #!#! &!
#’ "
##’ (( )# ·""

("
%

#%1
!

#*G%
&#%

1
#

#*H( )
%
·"*% % $! （)$）

值得注意的是，弹性杆动力学的 +’,-./0.123
4561576.原理以及后面由此导出的动力学方程、积
分变分原理、L5/9-2<7 正则方程都分别以弹性杆静
力学（此时! % $，从而 , 1 % $）和刚性杆动力学（此
时# %#$，从而 + 1 % $）作为其特例［"?］!

? M 弹性杆动力学的分析力学方程

对于自由弹性杆，截面虚位移的各分量均独立，

从（’"）式导出弹性杆动力学的 891:;;<==方程

#!
#! &!

#’ "
##’ ( # % $， （)"5）

#$
#! ( %) * ! & ###（&·!）( ’ % $!（)"0）

由（’D），（’>）和（)$）式分别得方程（)"0）在本构关系
（’’）式下的 4561576. 形式、E9.-F.7 形式和 ,KK.--
形式

#
#!
#$1

#*@( )
%

( ###
#$1

#*·( )
%

&#$
1

#*%

( ./
% ( .% % $ （ % % "，’，)）， （)’）

#
#*@%

#$1

#( )! ( #
#*·%

#$1

#( )# & )#$
1

#*%
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! !"
# ! !# " # （ # " $，%，&）， （&&）

!!’
$

!%(#
)!!

’
&

!%* #
" # （ # " $，%，&）+ （&,）

在曲面约束（$$）式下，截面的虚位移受到（$-.）式的
限制 + 如果杆的运动还受到不滑动约束（（$/）式），
则截面的虚位移受到（$0）式的限制，于是可以用通
常的不定乘子方法建立动力学方程

!"#

!$ )"
!% ’#
!&% ! (# !!

)
#)*)#!& " #， （&-1）

!
!$
!$’

!%2( )
#

! !!&
!$’

!%·( )
#

)!$
’

!%#
! !"

# ! !#

!!
)
#)*)# " # （ # " $，%，&）， （&-3）

式中，求和指标 ) " $或 ) " $，%，&，"# " !·"#，## "

#·"#，$# " $·"#，%# " %·"#，#) 为不定乘子 +
对函数$’ 计算全偏导数并考虑到（&%）式，导

出能量关系

!
!$ $

’ )!
&

# " $

!$’

!%2#
%2( )# " !!& !

&

# " $

!$’

!%·#
%2( )# !!$

’

!$

!（"& 4 !）·!

!!
&

# " $
!#%2#， （&/1）

!
!& $

’ )!
&

# " $

!$’

!%·#
%·( )# " !!$ !

&

# " $

!$’

!%2#
%·( )# !!$

’

!&

!（"& 4 !）·"

!!
&

# " $
!#%
·

# + （&/3）

设 !# " #，对于自由弹性杆，函数$’ 不显含 $，&，分

别是 %2# 和 %2# 的二次齐次式，根据 5678’ 齐函数定
理，（&/1），（&/3）式分别化作

) !!$（+ ’ ! , ’）" !!& !
&

# " $

!, ’

!%·#
%2( )# !（"& 4 !）·!，

（&01）

!
!&（+ ’ ! , ’）" !!$ !

&

# " $

!+ ’

!%2#
%·( )# !（"& 4 !）·" +

（&03）
由此可以看到，能量式关于时间和弧坐标有着对称

的形式 +

0 9 弹性杆动力学的积分变分原理的数
学表达式和正则方程

将（%$）式乘以 : $·: & 后对 $ 和 & 积分，化作积分

变分原理的数学表达式

"
&$

&#"
-

#
".:( )$ :&

""
&$

&#"
-

#
) &·"

;
! !", ! $·"# ! %·"( )# :$:&

!"
&$

&#

（!·"# ! &·"#）
$ " -

$ "#
:&

)"
- [
# "

’·"# !（(·"）·" ]# &$

&#
:$ " #， （&<）

式中

, " $
%"/

% ! $
%（(·"）·"

为杆的动能密度 + 当杆服从线性本构关系（%%）式，
且不计主动力 $（ $，&）和 %（ $，&）时，取时间和弧坐
标的端点变分为

"# $ " # ""# $ " 0 " #，

"# & " &#
""# & " &$

" #，
（&=）

（&<）式化为

"
&$

&#"
-

#
"$ ) !!$（!·"#）!

!
!&（"’·"#{ }）: $: & " #，

（,#）
其中$ " + ’ ) , +（,#）式就是超细长弹性杆动力学
的 >1?@7ABC 原理的数学表达式 + 直接计算变分，从
（,#）式可以导出方程（&%）或（&&）+

定义正则变量 %#，1$# "!$’ D!%2#，1&# "!$’ D!%·#
（ # " $，%，&），从此解出

%2# " %2#（%，1$），

%·# " %·#（%，1&）+
定义 >1?@7ABC函数

2（%，1$，1&）

" !
&

# "$

%2# !$
’

!%2#
! %·#!$

’

!%·( )
#

)$[ ]’ %2# " %2#（%，1$）

%·# " %·#（%，1&）

，（,$）

直接计算偏导数，并注意到（&%）式，导出弹性杆动力
学 >1?@7ABC正则方程

!%#

!$ " !2
!1$#
，

!%#

!& " !2
!1&#
， （,%）

!1$#

!$ !!
1&#

!& " )!2
!%#

) !"
# （ # " $，%，&）+

与弹性杆静力学 >1?@7ABC正则方程相比，弹性杆动
力学 >1?@7ABC 正则方程保持了相似的正则方程形
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式，但正则变量和方程的数目都增加了 !

" # 结 论

$）在超细长弹性杆动力学问题中，横截面的位
形需形心和姿态共 %个坐标描述；其关于弧坐标和
时间的导数各有 %个分量，由于非完整约束（&）式使
关于弧坐标的自由度减为 &，因此共有 ’个自由度 !

(）截面的虚位移是运动学意义上的，与弧坐标
和时间无关，此虚位移对应的变分和偏微分服从交

换关系 ! 虚位移空间的维数为 % !
&）在双面的曲面约束下，截面的位形坐标数、关

于弧坐标和时间的自由度各减少 $，不滑动约束使
截面关于时间的自由度再减少 ( !

)）建立的 *+,-../00弹性杆动力学的 1’234564,78
9:;,:<;4 原理，在线性本构关系下化作 =>34,8
9:;,:<;4形式、?+43@4<形式和 2AA433形式 !

B）从 1’234564,789:;,:<;4原理导出弹性杆动力
学 *+,-../00 方程，在线性本构关系下化作 9:;,:<;4
方程、?+43@4<方程以及 2AA433方程 ! 在曲面和不滑
动约束下，导出了带乘子的 9:;,:<;4方程 !

%）用截面弹性应变势能和转动动能表示的能量
关系式，形式上关于时间与弧坐标是对称的 !

C）从微分变分原理出发建立的弹性杆动力学的
积分变分原理的数学表达式，在线性本构关系下化

作 D:5+37/<原理的数学表达式 !
"）定义的正则变量和建立的 D:5+37/< 正则方

程，各有 & E &个 !
’）文中的变分原理和动力学方程都以弹性杆静

力学和刚性杆动力学作为其特例 ! 从数学的观点
看，可以进一步研究方程的广义坐标数为 ! 的更一
般情况 !

$F）本文方法表明了可以建立 *+,-../00弹性杆
动力学的 G/>,H:+<原理和 I:>@@原理 !

［$］ J>334, J K $’C$ "#$% ! &’() ! *%’+ ! ,%- ! .,* !" "$B
［(］ J>334, J K $’C" "#$% ! &’() ! *%’+ ! ,%- ! .,* #$ &BBC
［&］ 9+> L M (FF% &$!)-!/’# 0/%1’!-%2 $3 41-! 5)’2(-% 6$+：41/$#/(-%’)

7’2-2 $3 0/%1’!-%’) 0$+/) $3 8&*（K4N+<;：O@+<;.>: P<+Q4,@+7R

S,4@@ :<H TA,+<;4,）（+< U.+<4@4）［刘延柱 (FF% 弹性细杆的非线

性力学：1?2力学模型的理论基础（北京：清华大学8斯普林

格出版社）］

［)］ 9+> L M (FF& 0/%1 ! 5!9 ! %$ $（+< U.+<4@4）［刘延柱 (FF& 力学

与实践 %$ $］

［B］ M./> D，M.:<; L，V>R:<; M U (FF( "1:2-%’ 2 &’! &B’
［%］ O,:Q4,@7 2 2，O./5A@/< G W O (FF) "1-) ! 4#’!2 ! 6 ! ,$% ! 2 &!%

$(%B
［C］ 9+> L M，X>4 L，U.4< 9 Y (FF) *%(’ "1:2 ! ,-! ! $& ()()（ +<

U.+<4@4）［刘延柱、薛 纭、陈立群 (FF) 物理学报 $& ()()］

［"］ X>4 L，9+> L M，U.4< 9 Y (FF) ;1-! ! "1:2 ! (& C’)
［’］ X>4 L，U.4< 9 Y，9+> L M (FF) *%(’ "1:2 ! ,-! ! $& (F)F（ +<

U.+<4@4）［薛 纭、陈立群、刘延柱 (FF) 物理学报 $& (F)F
［$F］ X>4 L，U.4< 9 Y，9+> L M (FF) *%(’ "1:2 ! ,-! ! $& )F(’（ +<

U.+<4@4）［薛 纭、陈立群、刘延柱 (FF) 物理学报 $& )F(’
［$$］ 9+> L M (FF( < ! ,1’!91’- <-’$($!9 .!-= ! &! $B"C（+< U.+<4@4）

［刘延柱 (FF( 上海交通大学学报 &! $B"C］

［$(］ D>:<; 9，K:/ I Z，9+> L M (FFB *%(’ "1:2 ! ,-! ! $) ()BC（+<

U.+<4@4）［黄 磊、包光伟、刘延柱 (FFB 物理学报 $) ()BC］

［$&］ 9:<;4, G，T+<;4, 1 2 $’’% ,>*0 6/= ! &" %FB
［$)］ S/[/ U/,/<:H/ 9 W (FFF "1:2-%’ 1 ()( ()"
［$B］ Z4@7-/77 O S，O/6+:@ \，V3@/< Z * $’’B < ! "1:2 ! ;1/? ! **

$C’(%
［$%］ X>4 L，U.4< 9 Y，9+> L M (FFB *%(’ 0/%1 ! ,-! ! &# &"B（ +<

U.+<4@4）［薛 纭、陈立群、刘延柱 (FFB 力学学报 &# &"B］

［$C］ I/,+43R 2，O:6/, W $’’C "1:2-%’ 1 (’$ (F
［$"］ I/,+43R 2，O:6/, W (FFF &$!)-!/’# 8:!’? ! %( $F$
［$’］ I/,+43R 2，O:6/, W $’’C "1:2-%’ 1 (’$ )B
［(F］ U.4< K $’"C *!’):(-%’) 8:!’?-%2（ K4N+<;： S4]+<; P<+Q4,@+7R

S,4@@）A&)%（+< U.+<4@4）［陈 滨 $’"C分析动力学（北京：北京

大学出版社）第 &)%页］

［($］ W4+ J X，9+> 1，9>/ L $’’$ *+=’!%/+ *!’):(-%’) 8:!’?-%2
（K4N+<;：K4N+<; \<@7+7>74 /0 O4-.</3/;R S,4@@）AB(（+< U.+<4@4）［梅

凤翔、刘 端、罗 勇 $’’$ 高等分析力学（北京：北京理工大

学出版社）第 B(页］

［((］ 9+> L M (FF$ *+=’!%/+ 8:!’?-%2（K4N+<;：D+;.4, =H>-:7+/< S,4@@）

A$)（+< U.+<4@4）［刘延柱 (FF$ 高等动力学（北京：高等教育出

版社）第 $)页］
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