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利用一类周期性变系数线性常微分方程解的基本矩阵的 )*+,-. 形，分析一类非线性相对转动系统扭转的运动

稳定性，从而得到非线性相对转动周期系统的运动稳定准则 / 运用 01-23.*4 函数法，对广泛存在的一类机械传动系

统的相对转动运动的平衡稳定位置的稳定域进行研究，并给出数学解析表达式 / 这为工程中广泛存在的这类机械

传动系统稳定工作区间工作参数的选取和相似模拟提供了理论依据及方法，据此可进一步分析和评价大型复杂旋

转机械主传动系统的扭振稳定性 /
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!国家十五重大科技攻关项目（批准号：77$#8!598$#8$58!）资助的课题 /

" :8;-<=：>?-*@3ABB;-<= / 1C3/ D,3/ E.

! F 引 言

G-+;D=<［! ，#］创建了转动相对论力学理论 / 在此

基础上，罗绍凯［5—’］又提出转动相对论分析力学理

论，并构造出转动相对论的 H-;<=I*. 系统的积分变

量 / 近年来转动相对论在 9<+J?*KK 系统动力学的基

本理论及其几何结构，通用性积分复杂动力学方程

问题及其对称性理论、积分的场方法、代数结构、非

等时变分特性［%—!%］和非完整系统的对称量与守恒量

等研究领域取得了成果［!(—#!］/ 基于相对性原理，得

到弹性转轴任意两个横截面间相对转动线性动力学

方程［##］及其积分解［#5］和级数解［#&］/ 非线性相对转

动动力学方程的稳定性和近似解［#’，#%］/
相对转动轴系包含许多非线性因素，分析这类

非线性相对转动系统的运动稳定性问题时，会获得

非线性周期解在同一频率上的多个收敛解 / 于是有

必要对所得到的周期解进行稳定性分析研究，以确

定真 实 条 件 下 的 响 应 究 竟 在 哪 个 解 上 表 现 出 稳

定性 /
首先，分析一类非线性相对转动系统平衡位置

的稳定性 / 在此基础上，把非线性相对转动轴系的

运动稳定性研究归结为一类周期性变系数线性常微

分方程解的研究；然后通过相似变换把解的基本矩

阵变换为 )*+,-. 形来讨论解的稳定性 / 其次，运用

01-23.*4 函数法，对一类广泛存在的机械传动系统

的相对转动运动的平衡稳定位置的性质进行分析解

析，进而寻求工程中广泛存在的这类机械传动系统

稳定工作区间工作参数的选取及其相似模拟的理论

依据和技术实现方法 /

# F 非线性相对转动周期系统的运动稳

定性

非线性相对转动轴系周期系统的稳定性，可归

结为如下一类周期性变系数线性常微分方程：

!·（ "）L #（ "）!（ "） （! " $%）， （!）

式中 #（ " M &）L #（ "）是 % N % 矩阵 / 设有齐次方程

!·L #! （! " $%）， （#）

式中 # 是 % N % 矩阵 /方程（#）的解是

!（ "）L !（$）DO2［#（ "）］

或

!（ "）L !（ "$）DO2［#（ " P "$）］/
此处矩阵 # 与时间 " 无关 / 令基本矩阵!（ "，"$）L

DO2（#（ " P "$）），易得性质

!（ "#，"$）L!（ "#，"!）!（ "!，"$）/
方程（#）的非齐次方程形式
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!·! "! " # （! ! $% ，# ! $%）， （#）

式中 " 是 % $ % 矩阵，则方程（#）的解由 %&’()*+ 积

分表示为

!（ &）!!（ &，&,）!（ &,）""
"

&,
!（"，&,）#（"）-".

（/）

若把方程（#）看作变系数常微分方程组，即 " !
"（ &），则方程（/）仍成立 . 此时基本矩阵!（ &，&,）不

再等于 *01［"（ & 2 &, ）］，要通过求解以下常微分方

程得到：

!
·
（ &，&,）! "!（ & 2 &,），

!（ &,，&,）! ’ .
对方程（3）计算基本矩阵!（ &，&,）并求解，应用

4+56&*7 定理有

!（ & " (，&,）!!（ &，&,）)，

式中 ) 是一个非奇异的 % $ % 常矩阵 .

!
·
（ &，&,）! "（ &）!（ &，&,），

!（ &,，&,）! ’，

!（ & " (，&,）!!（ &，&,）)

! "（ &）!（ &，&,）)

! "（ & " (）!（ & " (，&,）.
对基本矩阵的计算可以只限于一个周期，有

!（ &，&,）!!（ &, " &# " *(，&,）

!!（ &, " &#，&,）!*（ &, " (，&,）.
由上述分析可知，!（ &, " (，&,）是一个非奇异常矩

阵，于是，总可通过相似变换把它变为 859-(: 形，即

+ ! ( 23!（ &, " (，&,）(，

而任意时刻解的向量为

!（ &, " &# " *(）!!（ &, " &#，&,）( 23 +*(!（ &,）.
因 ( 是非奇异矩阵，解 ! 的稳定性显然就取决于 +
的性质，即

+;)
*$<

+* $

无限 （不稳定），

, （渐进稳定），

有限 （稳定）
{

.
设#,（ , ! 3，=，⋯，%）是基本矩阵!（ &, " (，&,）

的特征值，则由矩阵理论可以证明，当 )(0 >#, > ? 3
（ , ! 3，=，⋯，%）时，有 +;)

*$<
+*$,；当)(0 >#, > @ 3（ , !

3，=，⋯，%）时，有 +;)
*$<

+*$<；当)(0 >#, > ! 3（ , ! 3，=，

⋯，%）时，有

+;)
*$<

+* $
有限 （+ 为对角阵），

< （+ 不是对角阵）{ .

综上所述，非线性相对转动周期系统的运动稳定

性准则分为渐进稳定、临界稳定及不稳定三个准则 .
若!（ &, " (，&,）的所有特征值的模小于 3，则系

统渐进稳定 .
若!（ &, " (，&,）的所有特征值的模不大于 3，但

有一个几何重数等于代数重数的模为 3 的特征值，

则系统临界稳定 .
若至少有一个!（ &, " (，&,）的特征值的模大于

3 或有一个几何重数小于代数重数的模为 3 的特征

值，则系统不稳定 .
运用上述准则可讨论非线性相对转动周期系统

解的稳定性 .

# A 非线性相对转动周期系统的稳定域

估计

相对转动运动轴系是广泛存在的一类机械传动

系统的基本力学抽象 . 此类转动系统的特点是原始

驱动端的转动惯量远大于负载端的转动惯量，因此

可把这类系统简化为二自由度质量相对转动系统来

分析 . 由动力学基本原理描述相对转动轴系相对转

动的运动微分方程为

+ +
-=$+

- &= " - +
-$+

- & " .（$+ 2$)）! ( +，

+)
-=$)

- &= " -)
-$)

- & " .（$) 2$+）! 2 ()，

（B）

式中，+) 为驱动电机转动惯量，+ + 为负载端转动惯

量，() 为驱动电机端转矩，( + 为负载端转矩，-) 为

驱动电机端阻尼，- + 为负载端阻尼，$+ 为负载转角，

$) 为驱动电机转角，. 为连接轴的刚度系数 . 这里

驱动端电机力矩 () 与转速有关 . 记 () ! /C;:%&，
其中%是原始驱动电动机谐波转矩的频率，将%& !
$)代入方程（B）并整理后得

+ +
-=$+

- &= " - +
-$+

- & " .（$+ 2$)）! ( +，

+)
-=$)

- &= " -)
-$)

- & " .（$) 2$+）! 2 /C;:$) .

（D）

令

$ !$+，

$= !
-$+

- & ，

$# !$)，

$/ !
-$)

- & ，

（E）
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则方程（!）化为如下等价的一阶方程：

"!#

" ! $!%，

"!%

" ! $ & "
# #
!’ &

$ #

# #
!% ( "

# #
!) (

% #

# #
，

"!*

" ! $!+，

"!+

" ! $ "
#*
!’ & "

#*
!) &

$*

#*
!+ & &

#*
,-.!)，

（/）

式中 # #，#*，$ #，$*，"，% # 都是正数 0 求解方程（/）

的平衡点，知其有两类平衡点，且是孤立的，具有 %!
周期 0这两类平衡点是

’’ ($ 123,-. % #( )& (
% #

" ( %(!，4，123,-. % #( )&

( %(!，)4
!（!#’，!#%，!*’，!*%），

’% ($ !& 123,-. % #( )& (
% #

" ( %(!，4，

!& 123,-. % #( )& ( %(!，)4
!（!’#，!%#，!’*，!%*）（( $ 4，5 ’，5 %，⋯）0

当 & 6 % # 时，方程（/）存在两类平衡点 ’’，’%；

当 & $ % # 时，方程（/）的两类平衡点 ’’ 和 ’% 合为

一类，故方程（/）存在一个鞍结（78）分岔；当 & 9 % #

时，方程（/）不存在平衡点 0
下面讨论在 & 6 % # 时的情形下考察系统不动

点的稳定性 0 方程（/）的线性化 :13;<- 矩阵为

# $

4 ’ 4 4

& "
# #

&
$ #

# #

"
# #

4

4 4 4 ’
"
#*

4 & "
#*

( &
#*

3;,!( )) &
$*

#

















*

，

其行列式的值为

"=># $ "
# #

&
#*

3;,!) 0

因为

"=># ’%
$ "
# #

&
#*

3;,!’*

$ & "
# #

&
#*

’ & % #( )&"
%

$ & "
# #

’
#*

&% & %%" # 9 4，

可知方程（/）在 ’% 点处的线性化矩阵具有异号的

特征值，因此平衡点 ’% 不稳定 0
下面考察在 ’’ 平衡点的稳定性 0 记

&
#*

3;,!*’ $"’，

有

#’ $

4 ’ 4 4

& "
# #

& $
# #

"
# #

4

4 4 4 ’
"
#*

4 & & "
#*

("( )’ &
$*

#

















*

，

其特征多项式

)（#）$ "=>（#* & #’）

$#+ ( +’#) ( +%#% ( +)# ( ++，

其中 * 为四阶单位阵，

+’ $
$*

#*
(

$ #

# #
，

+% $
$ #

# #

$*

#*
( "
# #

( "
#*

("’，

+) $
$ #

# #

"
#*

(
$*

# #

"
#*

(
$ #

# #
"’，

++ $ "
# #
"’ 0

应用 ?;@>ABC@2D->E 准则判定 ’’ 点的稳定性，则有

,’ $ +’

$
$*

#*
(

$ #

# #
，

,% $ "=>
+’ ’

+) +[ ]
%

$
$*

#%
*
" (

$ #

#%
#
" (

$ # $*

# # #*

$*

#*
(

$ #

#( )
#

(
$*

#*
"’，

,) $ "=>

+’ ’ 4

+) +% +’

4 ++ +









)

$
$ # "
# # #*

(
$* "
#* #( )

#

F
$ #

# #
(

$*

#( )
*

$ # $*

# # #*
(

$ # "
#%
#

(
$* "
#%[ ]
*

(
$ # $*

# # #*

$ #

# #

$ #

# #
(

$*

#( )
*

( % "
#*

& "
#( ){ }
# "’

(
$ # $*

# # #*
"

%
’
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!! " #$%

"& & ’ ’
"( ") "& &
’ "! "( ")

’ ’ ’ "













!

*

显然，在 # +，#,，$ +，$,，% 和!& 均为正数的条

件下，!& - ’，!) - ’，且 !( 与 !! 具有相同的符号 *
下面判断 !( 的符号 * !( 可以看作关于!&（!&

- ’）的二次多项式，其二次项系数为正，其图像是开

口向上的抛物线，判别式

" "［$ + $,（$ + #, . $, # +）
)（$,$(

+ / !$,$ + %# +

/ !%) #)
+ ）］0 #!

, #1
+ *

记

& "（$,$(
+ / !$,$ + %# + / !%) #)

+ ），

显然"与 & 的符号相同 * & 的两个根为

%&，) "
/ $,$ + 2 $ + $! , $, . $! +

)# +
*

下面分两种情形进行讨论 *
情形 ! 当

% -
/ $,$ + . $ + $! , $, . $! +

)# +

时，有 & 3 ’，即" 3 ’，此时 !( 恒大于零 *
情形 " 当

’ 3 % 3
/ $,$ + . $ + $! , $, . $! +

)# +

时，有 &"’，即""’，此时 !( 有两个根!
#
& 和!

##
&

（设!
#
& 3!

##
& ），则有

!
#
& "

/ && / &)
)$ + $, #)

+ #)
,

，

!
##
& "

&& / &)
)$ + $, #)

+ #)
,

，

式中

&& " #, $ + $! ,（$ + #, . $, # +）

4 $,$(
+ / !$,$ + %# + / !%) #)! + ，

&) " $,$ + # +（$)
+ #, . $,$ + # +

/ )%#, # + . )%#)
+ ）*

当 #,$ # + 时，显然 &) - ’；当 #, - # + 时，若 && - ’，

则有

% -
/ $,$ + . $ + $! , $, . $! +

)# +
*

在情形 ) 下，计算 & )
& / & )

)，此时

&) "$,$ + # +［$)
+ #, . $,$ + # +

/ $ +（/ $, . $,（$, . $ +! ））（#, / # +）］

" $,$ + # +［$ + #,（$ + . $,）

/ $ + $,（$, . $ +! ）（#, / # +）］- ’，

则

& )
& / & )

) " / !$,$ +（$ + . $,）%#)
, #)

+（$,$)
+ #,

. $)
+ %#)

,$)
, # + . $, %#)

+ ）3 ’*
因此，就有 ’ 3 && 3 &) 的关系存在，即!

##
& 3 ’ * 当满

足!
#
& 3 ’，且!& 3!

#
& 或!& -!

##
& 时，有 !( - ’ 的关

系存在 *
总结以上推导过程中产生的约束条件，一个必

须满足的基本条件是 ’& - (，对于一切的正数 # +，

#,，$ +，$,，% 和 ’ +，!& 均为正数的条件下，总有 !)

- ’（ ) " &，)，⋯）的关系存在 *
定理 ! 对一切常数，# +，#,，$ +，$,，% 和 ’ +，

若 ( 3 ’&，方程（5）不存在平衡点；若 ( - ’&，方程

（5）存在两类平衡点 *& 和 *)，其中 *& 是稳定的，

*) 是不稳定的；若 ( " ’ +，方程（5）的两类平衡点重

合为一类平衡点，产生 67 分岔 *
下面是对相对转动轴系旋转扭振运动问题平衡

位置的稳定域估计 *
令

#
%
& "#& /#+&，

#
%
) "#) /#+)，

#
%
( "#( /#,&，

#
%
! "#! /#,)，

则方程（5）转化后的 89:;<= 形式为

##
%
&

# + "#
%
) ，

##
%
)

# + " / %
# +
#
%
& /

$ +

# +
#
%
) . %

# +
#
%
(

##
%
(

# + "#
%
! ，

##
%
!

# + " %
#,
#
%
& / %

#,
.!:;>#( ),& #

%
( /

$,

#,
#
%
!

/!［>=?（#
%
( .#,&）/ >=?#,& /#

%
( :;>#,&］*

（@）

改写方程（@）为矩阵向量形式

,·" -, . .，

, "（#
%
& ，#
%
) ，#
%
( ，#
%
! ）A，
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! !（"，"，"，"）#，

" ! $!［%&’（"
!
( )"*+）

$ %&’"*+ $"
!
( ,-%"*+］， （+"）

当 # . $ / 时，由定理 + 知，方程（0）的线性化部分系

数矩阵的特征值具有负实部，其 12345’-6 矩阵方程

表述为

%& ) &# % ! $ ’ 7
式中存在正定的实对称解矩阵 %，其中 % !（%() ）8 9 8

为正定的实对称矩阵 7
构造 12345’-6 函数

* ! +# %+， （++）

计算 * 沿方程（+"）的轨线对时间的导数有

,* （+"） ! +#（%& ) &# %）+ ) !# %+ ) +# %!

! +#（$ ’）+ ) :（+，%!）"$ #+##%!# 7
当 # . $ / 时，% 为正定实对称阵，于是

#%!#" -#!# ! -# "# ! +
: -! ; %&’# ;，

#"
!
(#: "

+
: -! %&’# #"

!
(##+# ，

（+:）

式中，#是介于"*+和"*+ )"
!
( 之间的常数；- 是正定

对称阵 % 的最大特征值，故 - . "7
一方面，由 %&’# "+，有

#%!#"
+
: -!"

!
( #+# 7

于是，

,* （+"）"$ #+#:（+ $ -!"
!
( ）7

因此，当

"
!
( < +

-!
时，有

,* （+"） < "7 （+(）

另一方面，由 %&’# " # " "*+ ) "
!
( ，有

#%!#"
+
: -!（ "*+ ) "

!
( ）"

!
( #+#，

于是，

,*（+"）"$ #+#: + $ -! "*+ ) "
!( )( "

![ ]( 7
因此当

"
!
( <

$ "*+ ) "*+
: ) 8

-$ !
:

时，有

,* （+"） < "7 （+8）

选取

. ! *3= +
-!

，
$ "*+ ) "*+

: ) 8
-$ !







:

，

则当 "
!
( < . 时，可以保证方程（+:），（+(）中至少

有一个成立，保证了 ,* （+"）< "，即得到吸引域 "
!

(

< . 7 在定理 : 中给出平衡位置的吸引域估计 7
定理 ! 设 / /，/*，0 /，0*，1 和 $+ 都是正数且

# . $+，则平衡点 2+ 的吸引域为 "
!

( < .，其中 .
! *3=（.+，.:），

.+ ! +
-!

，

.: !
$ "*+ ) "*+

: ) 8
-$ !

: 7

此条件是估计稳定域的充分条件 7

8 > 结 论

通过对一类非线性相对转动系统平衡位置稳定

性的初步探讨，把非线性相对转动系统扭振问题的

运动稳定性分析转化为一类周期性变系数线性常微

分方程解的稳定性 7 通过相似变换把这类周期性变

系数线性常微分方程解的基本矩阵变换为 ?-@A3’
形，得到非线性相对转动周期系统的运动稳定性准

则，即渐进稳定准则、临界稳定准则、不稳定准则 7
运用 12345’-6 函数法，得到一类广泛存在的机械传

动系统的相对转动扭转运动的稳定平衡位置稳定域

的数学解析表达式 7 这不但为工程中广泛存在的这

类机械传动系统稳定工作区间工作参数的选取和相

似模拟提供了理论依据和技术实现方法，也为进一

步分析和评价大型复杂旋转机械主传动系统的扭振

稳定性及其合理确定机器设备主传动系统的设计参

数和合理制定相应的工艺规程提供了依据 7
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