
一般变换下双 !"#$%&椭圆函数展开法及应用!

吴国将 韩家骅 史良马 张 苗
（安徽大学物理与材料科学学院，合肥 !"##"$）

（!##%年 &&月 &&日收到；!##’年 (月 !%日收到修改稿）

将行波变换下修正的双 )*+,-.椭圆函数展开法推广到范围广泛的一般函数变换下进行 /利用这一方法求得了
一类非线性方程更多新的周期解，这些解包括了在行波变换下所求得的周期解 /
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& 2 引 言

求解非线性发展方程的精确解在非线性问题的

研究中占有非常重要的地位 / 近几年，研究人员对
求解非线性发展方程的精确解提出了许多方法，如

齐次平衡法［&—(］、双曲函数法［%，’］、3.456+,3.45方法［7］

等 / 但这些方法只能求得非线性方程的冲击波解和
孤波解，不能求得非线性方程广义上的周期解 / 为
解决这个问题，刘式适等［1—&&］提出了 )*+,-. 椭圆函
数展开法，该方法可借助计算机代数系统得以实现，

故得到了广泛的推广和应用［&!—&%］/ 然而，这些方法
主要是在行波变换下进行的，本文利用文献［&’，&7］
的思想，首先将行波变换!8 !（ " 9 #$）下修正的双
)*+,-.椭圆函数展开法推广到范围更广泛的一般变
换!8 %（"，$）下进行，并引进椭圆方程组［&1］（一阶
常微分方程组），将双椭圆函数展开法中不同的

)*+,-.椭圆函数对统一表示为椭圆方程组的解，从
而利用椭圆方程组的解构造出一类非线性方程丰富

的准确周期解 / 这些解包括行波变换下所求得的周
期解 / 当模 &"& 时，有些解退化为相应的孤波解
和奇异的行波解 /

! 2 方法简述

非线性发展方程的一般形式可以写为

’（(，($，("，($$，("$，(""，⋯）8 #， （&）

式中的 ’ 为关于变元 (，($，("，($$，("$，(""⋯的多

项式 /
引入变换

(（"，$）8 (（!），

! 8 %（"，$）/
（!）

将（!）式代入（&）式，得到关于 (（!）的常微分方程
)（(，(:，(;，⋯，%$，%"，%$$，%"$，%""，⋯）8 #/（"）

设 (（!）可表示为 *（!）与 +（!）的二元有限幂
级数

(（!）8 #
,

- 8 &
.- * -（!）<#

,

- 8 &
/- * -9&（!）+（!）< .#，

（(）
式中 .#，.&，⋯，.,，/&，⋯，/, 为待定常数 / *（!）和

+（!）满足椭圆方程方程组
* : ! 8 0& * ( < 1& * ! < 2&，

+: ! 8 0! +( < 1! +! < 2! /
（%）

这里，0&，1&，2&，0!，1!，2! 为待选常数，适当选取这

些常数的值，可使方程组（%）的解 *（!）和 +（!）为
)*+,-.椭圆函数，且满足 )*+,-.椭圆函数之间的平方
和导数关系，正整数 , 可由非线性项与最高阶导数
项的齐次平衡确定 /
将（(）式代入方程（"），利用（%）式可将方程

（"）的左端变成关于 *（!），+（!）的二元多项式，令
* -（!）+

3（!）（ - 8 #，&，!，⋯；3 8 #，&）的各次幂项的系
数为零，可得 .#，.&，⋯，.,，/&，⋯，/, 和!的代数方

程组 / 解这个方程组，.#，.&，⋯，.,，/&，⋯，/, 和!
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可由 !!，"!，#!，!"，""，#" 来表示，或直接由方程（!）
的系数表示 # 将这些结果代入（$）式可得方程（!）的
周期波解 # 在极限情况下，可以得到相应的孤波解、
三角函数解和奇异的行波解 #

% & 方法的应用

!"# $%&’()*+,-.,)方程

考虑如下形式的非线性 ’()*+,-./0.+方程：
$%% 1 &"2 $’’ 3!$ 1"$% 4 2， （5）

将（"）式代入（5）式，可得
（#

"
% 1 &"2#

"
’）$6 3（#%% 1 &"2#’’）$7 3!$ 1"$% 4 2 #

（8）
考虑方程（8）中最高阶导数项 $6与具支配地位

非线性项 $% 齐次平衡，可确定（$）式中 ( 4 !，于是
方程（8）的解具有下列形式：

$（#）4 )2 3 )! *（#）3 +! ,（#）， （9）
式中 )2，)!，+! 为待定常数 #
将（9）式代入方程（8），利用（:）式可将方程（8）

的左端变为关于 *（#）和 ,（#）的多项式，,（#）的幂
次最大为 !，令 * -（#）,

.（#）（ - 4 2，!，"，⋯；. 4 2，!）
的各次幂项的系数为零，得到关于 )2，)!，+! 和#
的代数方程组，将其解出后代入（9）式可得方程（8）
的精确解 # 下面分四种情形分别进行讨论 #
情形 # 当取

!! 4 /"，

"! 4 1（! 3 /"），

#! 4 !；

!" 4 1 /"，

"" 4 "/" 1 !，

#" 4 /7 " ! ! 1 /"

时，椭圆方程组（:）有特解
* 4 ;+#，
, 4 <+##

（=）

将（=）式代入（9）式，得方程（8）如下形式解：
$（#）4 )2 3 )! ;+# 3 +! <+## （!2）

把（!2）式代入（8）式，并令各 >?<.@*椭圆函数的线性
无关项为零，得到下列代数方程组：

（! 1")"
2 1 %"+"

!）)2 4 2，

［! 1 %")"
2 1 %"+"

! 1（! 3 /"）（#
"
% 1 &"2#

"
’）］)! 4 2，

［! 1 %")"
2 1 %"+"

! 1（#
"
% 1 &"2#

"
’）］+! 4 2，

5")2 )! +! 4 2，

（#%% 1 &"2#’’）+! 4 2，

（#%% 1 &"2#’’）)! 4 2，

%"（)"
! 1 +"

!）)2 4 2，

［1 %")"
! 3"+"

! 3 "/"（#
"
% 1 &"2#

"
’）］+! 4 2，

［1")"
! 3 %"+"

! 3 "/"（#
"
% 1 &"2#

"
’）］)! 4 2 #

（!!）
解此代数方程组，可得

)2 4 +! 4 2，

)! 4 A "!/"

"（! 3 /"" ）
，

（!"）

且#满足

#%% 1 &"2#’’ 4 2， （!%）

! 1（! 3 /"）（#
"
% 1 &"2#

"
’）4 2# （!$）

注意到（!%）式为一波动方程，其通解为

# 4 $!（’ 3 &2 %）3 $"（’ 1 &2 %）， （!:）

式中$!，$" 为任意二阶可微函数 #将（!:）式代入

（!$）式得$!，$" 所满足的限制条件为

$7!$7" 4 1 !
$&"2（! 3 /"）

# （!5）

将（!"）和（!:）式代入（!2）式，得方程（8）的精确周期解

$! 4 A "/"!
"（/" 3 !" ）

;+［$!（’ 3 &2 %）

3 $"（’ 1 &2 %）］# （!8）
实际上，（!2），（!"）—（!$）式给出了非线性

’()*+,-./0.+方程的一个 BC<D(E+0变换，因此还可以
利用（!%）式的边值问题的解研究方程（5）的初边值
问题 #
同理，由（!!）式还可解得

)2 4 )! 4 2，

+! 4 A "!/"

"（"/
" 1 !" ）
，

#%% 1 &"2#’’ 4 2，

! 1（"/" 1 !）（#
"
% 1 &"2#

"
’）4 2

或

)2 4 2，

+! 4 A -)!，

)! 4 A !/"

"（" 1 /"" ）
，

#%% 1 &"2#’’ 4 2，

"! 3（" 1 /"）（#
"
% 1 &"2#

"
’）4 2#
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从而我们可以得到方程（!）的周期解

!" # $ """!
"（""

" % &! ）
’(［#&（# ) $* %）

) #"（# % $* %）］+ （&,）
式中#&，#" 为任意二阶可微函数，满足如下限制

条件：

#-&#-" # % !
.$"*（""" % &）+

（&/）

还可得到

!0 # $ % ""!
"（" % ""! ）

｛1(［#&（# ) $* %）)#"（# % $* %）］

$ &’(［#&（# ) $* %）)#"（# % $* %）］｝， （"*）
式中#&，#" 为任意二阶可微函数，满足如下限制

条件：

#-&#-" # % !
"$"*（"" % "）+

（"&）

下面情形 "、情形 0和情形 .采用类似情形 &的
方法 +
情形 ! 当取

’& # ""，

(& # %（& ) ""），

)& # &；

’" # % &，

(" # " % ""，

)" # % "- "

时，椭圆方程组（2），（3）有特解
* # 1($，
+ # 4($+

（""）

从而得到方程（!）的精确周期解

!. # $ "!
"（" % ""! ）

4(［#&（# ) $* %）

) #"（# % $* %）］， （"0）
式中#&，#" 为任意二阶可微函数，满足如下限制

条件：

#-&#-" # % !
.$"*（"" % "）+

（".）

还可得到

!2 # $ !
"（""

" % &! ）
｛"1(［#&（# ) $* %）

) #"（# % $* %）］$ &4(［#&（# ) $* %）

) #"（# % $* %）］｝， （"2）
式中#&，#" 为任意二阶可微函数，满足如下限制

条件：

#-&#-" # % !
"$"*（""" % &）+

（"3）

情形 " 当取
’& # % ""，

(& # """ % &，

)& # "- " # & % ""；

’" # % &，

(" # " % ""，

)" # % "- " # %（& % ""）

时，椭圆方程组（2）有特解
* # ’($，
+ # 4($+

（"!）

从而得到方程（!）的精确解

!3 # $ !
"（"" ) &! ）

｛"’(［#&（# ) $* %）

) #"（# % $* %）］$ 4(［#&（# ) $* %）

) #"（# % $* %）］｝， （",）
式中#&，#" 为任意二阶可微函数，满足如下限制

条件：

#-&#-" # % !
"$"*（"" ) &）+

（"/）

情形 # 当取
’& # &，

(& # %（& ) ""），

)& # ""；

’" # &，

(" # " % ""，

)" # & % "" # "- "

时，椭圆方程组（2），（3）有特解
* # (1$，
+ # ’1$+

（0*）

这里，

(1$ # &
1($
，

’1$ # ’($
1($

+

从而得到方程（!）的精确解

!! # $ "!
（& ) ""）! "

(1［#&（# ) $* %）

) #"（# % $* %）］， （0&）
式中#&，#" 为任意二阶可微函数，满足限制条件

（&3）式 +
还可得到
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!! " # $!
（"$ % $）! "

&’［#(（# ) $* %）

) #$（# % $* %）］， （+$）
式中#(，#$ 为任意二阶可微函数，满足限制条件

（$,）式 -

!. " # !
（$"$ % (）! "

｛/’［#(（# ) $* %）

) #$（# % $* %）］# &’［#(（# ) $* %）

) #$（# % $* %）］｝， （++）
式中#(，#$ 为任意二阶可微函数，满足限制条件

（$0）式 -
这里的 !1，!0，!!，!. 是本文得到的新的精确

周期解，其中多为双函数形式的精确解，!(，!$，!+，

!,，!2 与文献［(.］中的结果一致 -

!"#"$%&’()(*+,( -&.(/（$,-）方程

考虑 345方程［(2］

!% ) !!# )"!### " *， （+,）
将（$）式代入后得到

（$% )"$###）!6 ) +"$#$##!7

)$#!!6 )"$
+
#!! " *- （+1）

按齐次平衡原则 & " $，显然方程（+,）具有如下形
式解：

!（$）" ’* ) ’( (（$）) )( *（$）) ’$ ( $（$）

) )$ (（$）*（$）- （+0）
将（+0）式代入（+1）式，应用上述方法可得到方程
（+,）以下六类周期解 -

!( " ’* ) ’$ ’/ {$ #
% ’$

($"$! [
"

# (% ’*

)
（( ) "$）’$

+" ) ]$ % ) }+

" ’* ) ’$ % ’$ &/ {$ #
% ’$

($"$! [
"

# (% ’*

)
（( ) "$）’$

+" ) ]$ % ) }+ ， （+2）

其中，’*，’$（"*），+ 为任意常数，这是椭圆余弦波
解 - 当 "#(，此解可化为 345 方程的钟型孤立
波解 -

!$ " ’* ) ’$ ’/$$ # ’$ ,’/$&/$， （+!）
式中$满足

$ " #
% ’$

0"$! "
# % ’* )

（, ) "$）’$

0"( )[ ]$ % ) +，

其中 ’*，’$（"*），+ 为任意常数，此为复标量场中
的一组解 -

!+ " ’* ) ’$ &/$$ # ’$ &/$4/$， （+.）
式中$满足

$ " #
’$

0"$! "
# % ’* )

（1"$ % (）’$

0"( )[ ]$ % ) +，

其中 ’*，’$（"*），+ 为任意常数 -
!, " ’* ) ’$ ’/$$ # ’$ ,’/$4/$， （,*）

式中$满足

$ " #
% ’$

0"$! "
# % ’* %

（,"$ ) (）’$

0"( )[ ]$ % ) +，

其中 ’*，’$（"*），+ 为任意常数，这是复标量场中
的一组解 -

!1 " ’* ) ’$ /’ {$ # % ’$

0! ["
# (% ’*

)
$（( ) "$）’$ ) ]+ % ) }+ ， （,(）

其中 ’*，’$（"*），+ 为任意常数 -
!0 " ’* ) ’$ /’$$ # ’$ /’$&’$， （,$）

式中$满足

$ " #
% ’$

0!"
# % ’* %

（,"$ ) (）’$( )[ ]0 % ) +，

其中 ’*，’$（"*），+ 为任意常数 -
上述 !$，!+，!,，!1，!0 均为新求得的解，!( 与

文献［(2］中的解一致 -

!"!" 改进的 $,-（0$,-）方程

考虑如下形式的 8345方程［(2］：
!% )!!$ !# )"!### " *， （,+）

将（$）式代入后得
（$% )"$###）!6 ) +"$#$##!7 )!$#!$ !6 )"$

+
#!! " *-
（,,）

按齐次平衡原则 & " (，方程（,+）具有如下形式解：
!（$）" ’* ) ’( (（$）) )( *（$）- （,1）

将（,1）式代入（,,）式，可得到方程（,+）以下九类周
期解 -

!( " ’( [’/ #
% ’$

(!
0"$! (
"

# %
（( ) "$）’$

(!
0"$ )% ) ]+ ，

（,0）
其中 ’(（"*），+ 为任意常数 -

!$ " )( [&/ #
)$
(!

0"$! (
"

# %
（$"$ % (）)$

(!
0"$ )% ) ]+ ，

（,2）
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其中 !!（!"），" 为任意常数 #当 #"! 时可化为

$%&’方程的钟型孤立子解 #

$( ) %! [*+ ,
- .%.

!!
(#.# (
"

& -
（. - #.）%.

!!
(#. )’ / ]"

, %! ( [0+ ,
- .%.

!!
(#.# (
"

& -
（. - #.）%.

!!
(#. )’ / ]" ，

（12）
其中 %!（!"），" 为任意常数，这是复标量场中的一
组解 #

$1 ) !! [&+ ,
!.!!
3# (" & -
（. - #.）!.!!

3 )’ / ]" ，

（14）
其中 !!（!"），" 为任意常数 #当 #"!时该解也可
化为钟型孤立子解 #

$5 ) %! [*+ ,
- .%.

!!
(#.# (
"

& -
（.#. - !）%.

!!
(#. )’ / ]"

, !
#%! ( [&+ ,

- .%.
!!

(#.# "

(6 & -
（.#. - !）%.

!!
(#. )’ / ]" ， （5"）

其中 %!（!"），" 为任意常数，这是复标量场中的一
组解 #

$3 ) %! [0+ ,
.%.

!!
(#.# (
"

& -
（#. / !）%.

!!
(#. )’ / ]"

, !
#%! [&+ ,

.%.
!!

(#.# (
"

& -
（#. / !）%.

!!
(#. )’ / ]" ，

（5!）
其中 %!（!"），" 为任意常数 #当 #"! 时该式与

（17）式一致 #

$7 ) %! [+* ,
- %.

!!
3# ("

& -
（#. / !）%.

!!
3 )’ / ]" ，

（5.）
其中 %!（!"），" 为任意常数 #

$2 ) !! [0* ,
- !.!!
3# ("

& -
（#. - .）!.!!

3 )’ / ]" ，

（5(）
其中 !!（!"），" 为任意常数 #

$4 ) %! [+* ,
%.
!!
(# (" & -
（#. / 1）%.

!!
( )’ / ]"

, %! [0* ,
%.
!!
(# (" & -
（#. / 1）%.

!!
( )’ / ]" ，（51）

其中 %!（!"），" 为任意常数 #
上述九类周期解中，除了 $! 与文献［!7］中的解

相同之外，其余都为新求得的解 #

1 #结 论

本文将行波变换下修正的双 890:;<椭圆函数展
开法［!3］推广到范围广泛的一般函数变换下进行 #应
用该方法求得了一类非线性方程的新的精确周期

解，当模数 #"! 时，有些解退化为相应的孤波解 #
三个例子说明一些非线性发展方程的周期解一定是

行波解或它们的叠加 # 同时，本文给出了非线性方
程（3）的波动方程（!(）的一个 =>0?@A+& 变换 # 本文
的方法具有一定的普遍性，可以用来求解更多的非

线性发展方程，例如非线性 B0CDE&<+FGD 方程、
%9&:$H*GIJKGHI<9*CI<@<方程、L<+M;ADFJN9+&9A方程等 #

［!］ O9+F P N !445 )*+, # -.’’ # Q !"" !34

［.］ NG< R !444 )*+, # -.’’ # Q #$% 55

［(］ S9+ T L，UC9+F V W !442 /0’% )*+, # 1(2 # &’ (5(（<+ XC<+G*G）

［范恩贵、张鸿庆 !442 物理学报 &’ (5(］

［1］ S9+ T L .""" /0’% )*+, # 1(2 # &" !1"4（ <+ XC<+G*G）［范恩贵

.""" 物理学报 &" !1"4］

［5］ K9D?G* T 8，YAZZ[ = \ !447 )*+, # -.’’ # Q ##" .!7

［3］ S9+ T L .""" )*+, # -.’’ # Q #’’ .!.

［7］ R9+ X ] !443 )*+, # -.’’ # Q ##& 77

［2］ N<A B %，SA U ]，N<A B Y .’ %3 .""! )*+, # -.’’ # Q #(" 34

［4］ SA U ]，N<A B %，N<A B Y .’ %3 .""! )*+, # -.’’ # Q #"% 7.

［!"］ N<A B %，SA U ]，N<A B Y .’ %3 .""! /0’% )*+, # 1(2 # )% ."32（<+

XC<+G*G）［刘式适、付遵涛、刘式达等 .""! 物理学报 )% ."32］
［!!］ N<A B %，SA U ]，N<A B Y .’ %3 ."". /0’% )*+, # 1(2 # )! !"（<+

XC<+G*G）［刘式适、付遵涛、刘式达等 ."". 物理学报 )! !"］
［!.］ N<A B Y，SA U ]，N<A B % .’ %3 ."". /0’% )*+, # 1(2 # )! 7!2（<+

XC<+G*G）［刘式达、付遵涛、刘式适等 ."". 物理学报 )! 7!2］
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