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导出了两量子比特中二非正交纯态相混合的 ()*(+,,-*(- 的明显表达式，并作了验证 . 推算表明，正交情形下
的 ()*(+,,-*(-公式可以直接推广到非正交的情形 . 讨论了两纯态相混合的最大纠缠混合态和一些重要特殊情形 .
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" 3 引 言

量子纠缠现象是量子理论最重要的特性之一 .
现在量子纠缠已被认为是量子信息的重要资源被广

泛应用于量子密钥分配、量子稠密编码、量子隐形传

态、量子计算等领域［"］. 量子纠缠态刻画的研究已
经成为量子信息基础研究的重要课题，其中纠缠的

定量描述即纠缠度量占有很重要的地位 .
为了计算两量子比特混合态的形成纠缠度［!，/］，

4))55-,6等［’，%］提出了 ()*(+,,-*(-的概念，得到了计
算两量子比特混合态形成纠缠度的一般方法 . 这一
计算方法被认为是在混合态纠缠度量计算方面迄今

取得的最好成果之一，现 ()*(+,,-*(-本身也已经作
为纠缠的重要量度而受到重视 . 王安民［#］在此基
础上推导出由两量 子 比 特 中 二 正 交 纯 态 相

混合的 ()*(+,,-*(-的明显表达式 . 这不仅简化了
()*(+,,-*(-的计算，还能揭示两纯态相混合纠缠的
一些规律 . 在量子信息中常遇到非正交纯态相混合
的情形，本文致力于两量子比特中二非正交纯态相

混合的 ()*(+,,-*(-的研究 .
本文先介绍 ()*(+,,-*(- 的概念和王安民的工

作 . 接着推导了二非正交纯态相混合的 ()*(+,,-*(-
的明显表达式，并作了验证 . 推算表明，正交情形
下的 ()*(+,,-*(- 公式可以直接推广到非正交的情
形 .讨论了两纯态相混合的最大纠缠混合态和一些
重要特殊情形的 ()*(+,,-*(-，得到了一些有意义的

结果 .

! 3 两量子比特情形的 ()*(+,,-*(-

现在两体纯态纠缠的度量问题已经得到了解

决，部分熵纠缠度（约化密度矩阵的 7)* 8-+9:**
熵）被认为两体纯态纠缠的完美量度［/］. 两体混合
态纠缠的度量问题有了不少进展，但还有很多问题

没有解决 .形成纠缠度是两体混合态纠缠的重要量
度，它的定义为［!，/］

!;（!）< 9=*
｛"#，>"#〉｝
"

#
"#!（"#）， （"）

式中，｛"#，>"#〉｝为!的任意一种分解方式，!（"#）

为纯态的部分熵纠缠度 .（"）式中求极小值是对!
的所有可能的分解方式，>"#〉为任意的两体归一纯

态，不一定互相正交 .
一般的两体混合态的形成纠缠度的计算相当困

难，至今还没有普遍有效的方法 . 为了计算对两量
子比特混合态的形成纠缠，4))55-,6 等［’，%］引入了
()*(+,,-*(-的概念 . 对于纯态

"〉< $ $$〉? % $"〉? & "$〉? ’ ""〉，（!）
其 ()*(+,,-*(- 为

( < ! > $’ @ %& > . （/）
对于混合态!，首先定义“自旋翻转”密度矩阵

!
A##! $#!!

!#! $#!， （’）
式中，!

! 为! 的复共轭，#! 为 B:+C= 矩阵 . 则

()*(+,,-*(-为
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"(
"（ " ! &，(，)，*）为矩阵!!

-按降序排列的本征值，

"(
" 也是矩阵!#!

! # 的本征值［.］+这里
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二量子比特混合态的形成纠缠度可以表示为

$0（!）! % & 1 & ’ !(（!" ）( )(
， （.）

式中

%（&）#’ & 234( & ’（& ’ &）234(（& ’ &）
是 56#7737 熵函数 + 形成纠缠度是 !（!）的单调函
数，因此 83789::;78;本身也可以作为纠缠的度量 +
王安民在文献［,］中推导出由二正交纯态相混

合的 83789::;78;的明显表达式 + 设
’&〉! (& %%〉1 )& %&〉1 *& &%〉1 +& &&〉，

（<#）
’(〉! (( %%〉1 )( %&〉1 *( &%〉1 +( &&〉

（<=）
为二两量子比特纯态，满足正交归一条件〈 ’" > ’,〉!

#"，,（ "，, ! &，(）+混合后的密度矩阵为

! ! ’& ’&〉〈 ’& 1 ’( ’(〉〈 ’( ，
其中 ’& 1 ’( ! &，则其 83789::;78;为

!( !（ ’(& !(
& 1 ’(( !(

(）1
’& ’(
( > !1 ’ ! ’ >(

’
’& ’(
( >（! 1 ’ ! ’）

( ’ *!&!( >， （?）

式中

!" ! > !" > ! ( > ("+" ’ )"*" > （ " ! &，(，）
（&%）

是纯态 ’"〉的 83789::;78;，

! @ ! > !@ > ! >（(& @ ((）（+& @ +(）

’（)& @ )(）（ *& @ *(）> （&&）

是纯态
&
"(
（ > ’&〉@ > ’(〉）的 83789::;78;+ !"，! @ 称之

为相应的复 83789::;78;+

) A 非正交纯态相混合的 83789::;78;表
达式的导出

下面推导两量子比特中二非正交纯态相混合的

83789::;78;的表达式 + 设有如（<），（?）两式的两量子

比特纯态，它们不正交，亦即〈 ’& > ’(〉$% + 现计算
它们混合后的 83789::;78;+
为简化计算可以选取适当的基矢量，将其中的

一个纯态写成 586"BCD分解形式，因此可以得到如下
形式的两个态：

’&〉! 83E$ %%〉1 EB7$ &&〉， （&(#）

’(〉! ( %%〉1 );$F（B%&）%&〉1 *;$F（B%(）&%〉

1 +;$F（B%)）&&〉， （&(=）
式中 (，)，*，+ 以及%&，%(，%)，$为实数 +混合后的
密度矩阵为

! ! ’& ’&〉〈 ’& 1 ’( ’(〉〈 ’( +
它与前面的形式相同，只是不再是密度矩阵!的正
交分解 +
现对密度矩阵!进行谱分解，也就是求!的本

征值和本征函数 +!的两个非零本征值为

’ @ ! &
(（& @"#）， （&)）

式中

# ! & ’ *（& ’〈 ’& ’(〉〈 ’( ’&〉）’& ’( + （&*）
与非零本征值对应的本征函数为

’ @〉! - @（( @ %%〉1 ) @ %&〉

1 * @ &%〉1 + @ &&〉）， （&,）
式中

(@ !(（83E$〈’& ’(〉’& ’ (（’& ’ ’(%"#）），（&/#）

) @ ! ’ )（ ’& ’ ’(%"#）， （&/=）

* @ ! ’ *（ ’& ’ ’(%"#）， （&/8）

+ @ ! (（EB7$〈 ’& ’(〉’&

’ +;$F（B%)）（ ’& ’ ’(%"#））， （&/C）
归一化常数为

- @ ! &
("#（"# @（& ’ (（& ’ 〈 ’& ’(〉 (））’&" ）

+

（&.）
根据这些关系，我们可以得到!的正交分解态矢
量 ’ 1 〉， ’ ’ 〉的复 83789::;78; 与非正交态矢量

’&〉， ’(〉的复 83789::;78;之间的关系，

!G& ! -(
1（*!& ’(&〈 ’& ’(〉( 1 !(（ ’& ’ ’( ’"#）(

’ (（!1 ’ !’）’&（ ’& ’ ’( ’"#）〈 ’& ’(〉），
（&<#）

!G( ! -(
’（*!& ’(&〈 ’& ’(〉( 1 !(（ ’& ’ ’( 1"#）(

’ (（!1 ’ !’）’&（ ’& ’ ’( 1"#）〈 ’& ’(〉），
（&<=）
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!!" # !!# $ ! " ! #（%!& "’&〈 "& "’〉’

" ’!’（（ "& # "’）’ #!!）

# ’（! " # ! #）"&（ "& # "’）〈 "& "’〉），
（&%(）

式中 !&，!’，! !&，! !’ 分别是 "&〉， "’〉， " "〉， " #〉

的复 ()*(+,,-*(-，! .，! !.分别是

".〉$
&
!’
（ "&〉. "’〉），

"!.〉$
&
!’
（ " "〉. " #〉）

的复 ()*(+,,-*(-/
现有#$ " " " "〉〈 " " " " # " "〉〈 " " ，显然

有 " " " " # $ &，且〈 " " " #〉$ 0/ 于是可用正交情形
下的 ()*(+,,-*(-公式（&0）/ 所以我们有

#’ $ "’" #! ’
& " "’# #! ’( )’ "

" " " #

’ ! !" # ! !# ’

#
" " " #

’ （! !" # ! !#）’ # 1! !&! !’ / （&2）

由（’0）—（’’）式经过繁复的计算可得

"’" #! ’
’ " "’# #! ’( )’ "

" " " #

’ ! !" # ! !# ’

$ "’& #’
& " "’’ #( )’

’ "
"& "’
’ ! " # ! #

’， （’0）

（! !" # ! !#）’ # 1! !&! !’
$ &3!’

" !’
#!"’&［（! " # ! #）

’ # 1!&!’］〈 "& "’〉’，
（’&）

" " " # $（& #〈 "& "’〉〈 "’ "&〉）"& "’， （’’）

（! !" # ! !#）’ # 1! !&! !’

$
（! " # ! #）

’ # 1!&!&

（& #〈 "& "’〉〈 "’ "&〉）
/ （’4）

将（’1），（’3），（’5）式代入（’4）式得到

#’ $ "’& #’
& " "’’ #( )’

’ "
"& "’
’ ! " # ! #

’

#
"& "’
’ （! " # ! #）

’ # 1!&!’ / （’1）

（’1）式即为二非正交纯态相混合的 ()*(+,,-*(-的解
析表达式 /（’1）与（&0）式完全一致，这说明正交情
形下的 ()*(+,,-*(- 公式可以直接推广到非正交的
情形 /
由于基矢的选取不会改变标积〈 "& "’〉、纯态的

()*(+,,-*(-和混合后的 ()*(+,,-*(-，所以采用（6），
（3）两式为讨论的出发点完全具有一般性 / 下面给
出两个例证 /
例 ! 设混合态由二非正交纯态

"&〉$
&
!’
（ 00〉" &&〉），

"’〉$
&
’ 00〉" 0&〉" &0〉" -78 9!( )4 &&( )〉

混合而成/ 计算矩阵#$%&#
"
$%&得到的两个非零本征值为

$. $ &
&3（%"

’
& " 3"& "’ " ’"’’

. ’ &3"1& " ’1"’& "’ " 1"’& "’’ " 3"& "4’ " "! 1
’）/

则根据（6）式可得

#’ $（ $! " # $! #）
’

$ &
1（1"

’
& " 4"& "’ # !&4 "& "’ " "’’）/

这与根据（’1）式直接计算的结果相一致 / 显然用明
显表达式（’1）进行计算要简单得多 /
例 " 构成混合态的两个非正交纯态为

"&〉$
&
’ 00〉" &

!4
-78 9!( )4 0&〉

" &
’ -78 9!( )3 &0〉" &

!3
&&〉，

"’〉$
&
4 -78 9 ’!( )4 00〉" ’

4 0&〉" &
!4

&0〉

" &
4 -78 9!( )3 &&〉/

仔细的计算表明，两种方法所得结果一致 / 具体结果为

#! ’ $ &
’ "’& " 53

%& "( )’
’ "

"& "’
61（’4 " !4 ’ " !3 4 # !’ 3）

#
"& "’
61 11’4 " !41’ ’ " !&1% 4 " !! 530 3 /

用 :));;-,<［1］的方法计算比较复杂，其中#$%&#
"
$%& 的

两个非零本征值为

$. $ &
1 "’& " &

&0%（’4 " !4 ’ " !3 4 # !’ 3）"& "’ " 4%
%& "

’
’

. & ( (&0% ’5"’& "（’4 " !4 ’ " !3 4 # !’ 3）"& "’

" &6’
4 " )’& ’

#（11’4 " !41’ ’ " !&1% 4

" !530 3）"’& " )’’ &=’

/

1 > 关于二纯态相混合的 ()*(+,,-*(-的
一些讨论

#$!$ %&’%())*’%*的明显表达式的另一种形式

为了便于讨论，现将 ()*(+,,-*(-的明显表达式
改写成另一形式 /为此采用幻基（?@A9( B@<9<）
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!! " !
!#
（ $$〉% !!〉）， （#&’）

!# " ( ) !
!#
（ $$〉( !!〉）， （#&*）

!+ " !
!#
（ $!〉% !$〉）， （#&,）

!- " ( ) !
!#
（ $!〉( !$〉）， （#&.）

设相混合的二纯态为

!!〉" "
"
""!"，

!#〉" "
"
#"!" /

（#0）

该二纯态的 ,12,34452,5为

#! " "
"
"

#
" ，

## " "
"
##

" /
（#6）

则表达式（#-）可以改写成

## " !#!"
"$
"

#
"（"

#
$ ）

# % !##"
"$
##

"（##$ ）#

% #!! !#"
"
""#""

$
"
#
$##$

( #!! ! [ ( (# "
"
""# )"

#

("
"
"

#
""

$
## ) ( ($ "

"
""# )"

#

("
"
"

#
""

$
## )$ ]# !7#

/ （#8）

!"#" 两纯态相混合的最大纠缠混合态

现考虑两正交纯态相混合情形，其混合参量

!!，!# 一定，不失一般性，可以设 !!$ !# / 现求其最

大的 ,12,34452,5/ 这就要求在正交归一条件〈 !% 9 !&〉

"$%，&（ %，& " !，#）下求（#8）式的极大值 /为此构筑拉

格朗日函数

’ " !#
!"

"$
"

#
"（"

#
$ ）

# % !#
#"

"$
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"（##$ ）# % #!! !#"
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$
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"
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$
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#
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"

#
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$
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#
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"
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# (( )! ( #%# "
"
#"

# (( )! ( #%+"
"
""##" ( #%

#
- "

"
"
#
"#"， （#:）

式中，%!，%#，%+，%- 为拉格朗日乘子 /
求 ’ 对"" 的偏导数并使之等于零，可得

%!"
#
" %%+##" " !#

!"""
$
（"

#
$ ）

# % !! !##""
$
"
#
$##$

( !! !#

#""
"
""#" ("""

$
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"
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#
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"
"

#
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$
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#

"
"
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#
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"
"

#
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$
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"
""#( )"

#
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"
"

#
""

$
##( )$!

#
（%"）/ （+$）

求 ’ 对#"，"
#
" ，##" 的偏导数并使之等于零，可以得到与此类似的结果 /

将（+$）式乘以"" 并对指标 " 求和，可得

%! " !#!"
"
"

#
""

$
（"

#
$ ）

# % !! !#"
"
""#""

$
"
#
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"
"
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"
"

#
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$
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"
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"
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$
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"
"
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"
"

#
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$
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"
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#
("

"
"

#
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$
##( )$!

#
/ （+!）

类似地，计算可得

%# " !##"
"
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""
$
（##$ ）# % !! !#"

"
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$
"
#
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"
"
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$
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!! " !#$!
"
""#"!

#
（"

"
# ）

# % !$ !#!
"
##

"!
#
"
"
##"# & （!!）

!’ " !##!
"
""#"!

#
（#"# ）# % !$ !#!

"
"

#
"!

#
"
"
##"# & （!’）

还可以得如下关系式：

$# "!$ %!# & （!(）

取!
"
"

#
" " )*+（,$）和!

"
##

" " -，也就是取 $$

" $和 $# " -，代入上述用拉格朗日乘子法求条件

极值的线性方程组则全部满足 & 这是因为当 $$ " $

时， !$〉用幻基展开时的系数"" 有相同的相因子

)*+（,$）& 不失一般性，可以取$ " -，即取"" 为实

数，则由有正交条件可得

!
"
""#" " !

"
"
"
"#"" " !

"
"
"
"#" " -&

由此可得!$ " !#$，!# "!! "!’ " -，$ " !$ &

两正交纯态相混合情形，混合参量 !$，!$ 一

定，其最大的 ./0.122)0.)为 !$（# !#）& 这一结论是

与文献［3，4］中讨论的最大纠缠混合态相一致的 &
两量子比特的最大纠缠混合态的 ./0.122)0.)为

$ " 56*（-，%$ 7%! 7 # %#%$ ’）， （!8）

式中%% 为密度矩阵的本征值 & 这里%$ " !$，%# "

!#，所以 $ " !$ & 因此文献［9］中关于两正交纯态相

混合的取值范围公式应该修正为

（ !$ $$ 7 !# $#）
# % $# % 5,0（ !#$，（ !$ $$ % !# $#）

#）&

（!9）
从这里的讨论还可以看出，两纯态相混合的最大纠

缠态可以是由一最大纠缠纯态与一非纠缠纯态混合

而成 &

!"#" 几种重要的特殊情形

$）两正交纯态相混合，其中一个为最大纠缠纯
态 & 设 $$ " $，〈 !$ !#〉" -& 如上所述，不失一般性

可取"" 为实数，并有

!
"
""#" " !

"
"
"
"#"" " !

"
"
"
"#" " -，

代入（#3）式经计算可得

$ " !$ 7 !# $# & （!3）

当 $# " -时，即为两个纯态相混合的最大纠缠混合

态 & 当 !$ " !#，$# " $时，$ " -，即两个最大纠缠纯

态等权重相混合的态是可分离态 &
#）两非正交的最大纠缠纯态的混合 & 设 $$ "

$# " $，〈 !$ !#〉&-，令〈 !$ !#〉〈 !# !$〉" ./:#$，这

里$为态矢量 !$〉， !#〉的夹角，同样可以不失一

般性取""，#" 为实数 & 代入（#3）式经计算可得

$# " !#$ % !## % #!$ !#（#./:#$ 7 $）& （!4）

当$" -时，$ " $，这时系统的状态为纯态 & 当$"

!; #时，两态矢量正交，$ " !$ 7 !#，与以上的讨论

相一致 &
现考虑

!$〉"
$
$#
（ --〉% $$〉），

!#〉"
$
$#
（ --〉% )*+（,&）$$〉）&

用（#’）和（!4）式计算，结果都得到

$# " !#$ % !## % #!$ !# ./:&&

这里$"&<# &
!）如下形式的特殊情形：设

!$〉" :,0&$ --〉% ./:&$ $$〉， （’-6）

!#〉" :,0&# --〉% ./:&# )*+（,&）$$〉，（’-=）

由（#’）式计算可得

$# " !#$ $#
$ % !## $#

# % #!$ !#（#./:#$ 7 $

7 （$ 7 $#
$）（$ 7 $#

#$ ））& （’$）

这里 $$ " :,0#&$，$# " :,0#&#，$为态矢量 !$〉， !#〉

的夹角

./:#$ " :,0#（&$ %&#）7 :,0#&$ :,0#&# :,0# ’
# &

（’#）

’）其中一纯态为直积态情形 & 如 $$ " -，则 $

" !$，$# " -，则 $ " !# & 这一结果与态矢量 !$〉，

!#〉正交与否无关 & 从这里可以看出，直积态对混

合态的纠缠无贡献 & 可以推测，在三个纯态相混合
的情形，其中有一个纯态为直积态，则（#’）式仍然
可以使用，只是这里 !$ % !# > $ & 具体的计算可以

验证这一点，而一般的推算则相当繁复 &
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