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在标量势等于矢量势的条件下，获得了库仑势加新环形势的 )*+,-./0120- 方程和 3,145 方程的束缚态的精确

解 6 对于 )*+,-./0120- 方程，获得了精确的能谱方程和归一化的波函数 6 对于 3,145 方程，给出了精确的能谱方程和

归一化的旋量波函数 6
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’ ? 引 言

在强场势中运动的粒子必须考虑相对论效应，

用相对论量子力学来处理 6 零自旋粒子由 )*+,-.
/0120- 方程描述，而 ’@" 自旋粒子用 3,145 方程描

述 6 在以前的工作中，人们在标量势等于矢量势的

条件下，对一些中心势场和非中心势场的相对论效

应做 了 充 分 的 讨 论，例 如 AB*=CD- 势［’—%］、E01F+
势［8］、G002.H4I0- 势［&］、JKF5C*.L+**+1 势［(］、=4-"（!!!）

势［M］和谐振子势［’$，’’］、环形振子［’"］、环形非球谐振

子［’7］、双环形振子［’#］、A41=;4-- 势［’%，’8］等 6
A41=;4-- 势是由库仑势加上环状的平方反比势

构成的，它是由 A41=;4--［’&］在 ’M&" 年研究环形分子

时最先引入的 6 在球坐标系中，A41=;4-- 势为
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式中，

$$ N %
"

%&"

是玻尔半径，

$$ N O %&#

"%"

是氢原子的基态能量，!和"是正数，它们的值在 ’
到 ’$ 之间，# 是一个实参数 6当 # N $ 和!"

" N&时，

A41=;4-- 势就退化为库仑势 6 由于这个模型势在物

理学中的的重要性，在以前的工作中，人们对它的非

相对论性质进行了广泛深入的研究［’&—7’］6 我们在

最近的工作中［7"］，引入了一个新的环形势，它是用

50F"#@（ !F,-#）" 代替 A41=;4-- 势中的 ’@（ !F,-#）"，在

球坐标系中，这个新的势函数表示为

"（ !，#）N O ’! P(
50F"#
!" F,-"#

， （"）

式中’和(是正的实参数 6 当(N $ 和’N ’&" 时，

（"）式就退化为库仑势 6 比较（’）和（"）式可知，当 !
取某一定值时，A41=;4-- 势的第二项在#N!Q " 时有

不等于零的极小值，而（"）式的第二项则在#N!Q "
时取等于零的极小值，所以二者对应不同的环形势 6
文献［7"］对（"）式表示的这个库仑势加新环形势的

非相对论性质做了充分的讨论 6 那么，这一势场的

相对论性质如何呢？这一令人感兴趣的问题还未见

到报道 6
本文将研究粒子在库仑势加新环形势这个势场

中运动时的相对论效应 6 在标量势等于矢量势的条

件下，我们获得了 )*+,-./0120- 方程束缚态的精确

能谱方程和归一化的角向波函数和径向波函数 6 对

于 3,145 方程，给出了精确的束缚态能谱方程和归一

化的旋量波函数 6

" ?)*+,-./0120- 方程的束缚态

在球坐标系中，具有标量势和矢量势的 )*+,-.
/0120- 方程为［’—’8］（%N ( N ’）
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式中，! # $ &

!

是动量算符，! 是粒子的静质量，#
是粒子的总能量 ’ 当标量势等于矢量势时，即

"（ %，"）# $（ %，"）

# $ #% "$
()*!"
%! *&+!"

’ （,）

将（,）式代入（%）式得

$
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#［#! $ !!］!（ %，"，%）’ （-）

为了对（-）式进行变量分离，与球对称势的做法

类似，取

!（ %，"，%）# &（ %）
% ’（"）&（%）’ （.）

将（.）式代入（-）式并分离变量得

/! &（ %）
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式中’和 (! 是变量分离过程中所引入的常数 ’ 对

于束缚 态，方 程（12）的 边 界 条 件 是 &（0）# 0 和

&（5）# 0；方程（14）的边界条件是 ’（0）和 ’（"）均

为有限值；而方程（1(）的边界条件则是周期性边界

条件&（%" !"）#&（%），它的解为

&(（%）# 3
!!"

6&(% （( # 0，7 3，7 !，⋯）’
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下面我们仅需研究方程（14）和（12）的解 ’
取

(9 # !$（! " #）" (! ! ，

’ " !$（! " #）# )9（ )9 " 3），
（:）

并做变量代换 * # ()*"，则方程（14）可化为
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3 $ *[ ]! ’（*）# 0， （30）

其边界条件是 ’ * # 7 3 为有限值 ’ 当 )9 和 (9 取零和

自然数时，（30）式退化为缔合勒让德微分方程，所以

（30）式称之为广义的缔合勒让德微分方程［%!，%%］，其

解为
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式中归一化常数
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!#（ )9 " (9 " 3! ）

，

)9和 (9的关系为

)9 # - " (9 （- # 0，3，!，⋯）’
把（:）式代入（12）式得
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式中，
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对于束缚态， # = !，所以做如下变换：

/ # !（!! $ #!）3<!，

( # /%，

0 # !#（! " #）
/ ，

（3,）

则（3!）式可化为无量纲方程

/! &（(）

/(
! " $ 3

, " 0
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$ .（. " 3）

(
[ ]! &（(）# 0’
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考虑到(#0 和(#5时的边界条件，做函数

代换

&（(）#(
."3 6$ 3

!(1（(）， （3.）

则（3-）式可化为

(
/! 1（(）

/(
! "（!. " ! $(）

/ 1（(）
/(

$（. " 3 $ 0）1（(）# 0’ （31）

这是参数## . " 3 $ 0，) # !. " ! 的合流超几何微

分方程［%,，%-］，因而解为合流超几何函数

1（(）# >（. " 3 $ 0，!. " !，(）’ （38）

为了满足束缚态的边界条件 & (#5 # 0，合流超几何

函数必须中断为一个多项式，即要求#等于一个负
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整数 ! !"（!" " #，$，%，⋯），亦即

# " !" & $ & $ " !’ （!" " #，$，%，⋯）(
（$)）

将（$)）式代入（$*）式得束缚态总能量满足的方程为

%!
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相应的束缚态的径向波函数为
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式中 *!’$ 是径向波函数的归一化常数 ( 利用合流超

几何函数和广义拉盖尔多项式的关系［/*，/0］

1（!）
! （+）" !（! & $ & !）

!！!（! & $）
.（! !，! & $，+），

（%%）

以及 广 义 拉 盖 尔 多 项 式 的 正 交 归 一 性 和 递 推 关

系［/*，/0］

"
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得归一化常数
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（!" & %$ & %）

!"! ！
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所以归一化的束缚态径向波函数为

)!’$（ "）" $
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式中，$ 由（$/）式确定，而

!’ " !" & [$
% （$ & [*（’ & %"（% & &）& (! % ）

+（’ & %"（% & &）& (! % & $）

! %"（% & & ]））$,% & ]$

（!" ， ( ，’ " #，$，%，⋯）( （%5）

由于 (’，,’，!’和 $ 均是粒子静质量和能量的函数，

所以径向波函数的归一化常数 *!’$ 和角向波函数的

归一化常数 *,’(’ 也是粒子静质量和能量的函数 (

/ 6789:; 方程的束缚态

在球坐标系中，具有标量势和矢量势的 789:; 方

程为［$—$4］（$" - " $）

［!·! &"（% & .（"））］%（"）"［& ! /（"）］%（"），

（%<）

式中，

! "
# "
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，
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0 #
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这里，"是 =:>?8 自旋矩阵 ( 对于中心场，当标量势

等于矢量势时，人们通常采用守恒量完全集（1，2，

3%，34）的共同本征函数来退耦 789:; 方程 ( 事实上，

采用二分量波函数

%（ "）" &（ "）

’（ "( )）

也能对 789:; 方程进行退耦，讨论 789:; 方程的非相

对论近似就是这样做的［/4］( 不过对于非中心场，只

有采用二分量波函数才能对 789:; 方程进行退耦 (
为此令

%（ "）" &（ "）

’（ "( )）
， （/#）

则（%<）式可化为

"·!’（ "）"［& ! /（ "）! % ! .（ "）］&（ "），

（/$:）

"·!&（ "）"［& ! /（ "）& % & .（ "）］’（ "）(
（/$@）

当标量势 .（ "）等于矢量势 /（ "），（/$:），（/$@）式可

进一步化为

"·!’（ "）"［& ! % ! %/（ "）］&（ "），（/%:）

’（ "）" "·!
& & %&（ "）( （/%@）

将（/%@）式代入（/%:）式，得

［!% & %（& & %）/（ "）］&（ "）"［&% ! %%］&（ "）(
（//）

到此为止，采用二分量波函数就成功地将标量势等

于矢量势的 789:; 方程退耦了 ( 由于上述过程没有
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考虑势函数的具体形式，因此这一方法对于中心场

和非中心场同样适用 ! 把库仑势加新环形势代入

（""）式后可知，（""）式可化为（#）式 ! 对于束缚态，

$%&’( 方程和 )*+%,-./&0/, 方程的边界条件是一致

的 ! 因此，当标量势等于矢量势时，库仑势加新环形

势的 $%&’( 方程束缚态的精确能谱方程为

1!
! 2 "
! 3! "

4 1#$ 2（5 2 6［（% 2 1"（! 2 "）2 &! 1 ）

7（% 2 1"（! 2 "）2 &! 1 2 5）

3 1"（! 2 "）］）581 2 5
（#$ ， & ，% 4 9，5，1，⋯）! （"6）

相应的归一化旋量波函数为

#（ !）4 ’#:(
$（ !）

%（ !( )）

4 ’#:(

)

!·"
" 2









!

5
1!!$

*#:(（ $）+,:&:（(/;&）+%&’ !

（"#）

式中，*#:(（ $）和 +,:&:（(/;&）分别由（1<）和（55）式确

定，而归一化常数

’#:( [4 5 2 " 3 !
" 2 ! 2 1!1

（#:）1 2 6!1
"（" 2 !）

（#:）"（1( 2 5）

7 5 3"（ ,: 2 &: 2 5）
&:（ ,: 3 &:( ) ]）！

3581

! （"<）

需要指出的是，与 )*+%,-./&0/, 方程的径向波函数、

角向波函数和归一化结果相似，$%&’( 方程的旋量波

函数的归一化常数也是粒子静质量和能量的函数 !

6 = 结 论

库仑势加新环形势是描述环形分子的一个新模

型势，本文研究了这一模型势的束缚态的相对论性

质 ! 在标量势等于矢量势的条件下，我们给出了

)*+%,-./&0/, 方程和 $%&’( 方程束缚态的精确解 ! 结

果表明，两者束缚态的能谱方程是相同的，由 )*+%,-
./&0/, 方程的归一化波函数可以构造出 $%&’( 方程

的归 一 化 旋 量 波 函 数 ! 由 于 )*+%,-./&0/, 方 程 和

$%&’( 方程分别描述的是零自旋粒子和 581 自旋粒子

的行为，本文结果和文献［5"，5#，5<］的结果则证明

了当标量势等于矢量势时，" 种非中心势场即库仑

势加 新 环 形 势、环 形 非 球 谐 振 子、>’&?@’,, 势 的

)*+%,-./&0/, 方程和 $%&’( 方程的束缚态能谱是相同

的 ! 对于中心场，以前人们在研究它们的非相对论

效应时，当标量势等于矢量势时，总是采用守恒量的

完全集（+，-，.1，./ ）的共同本征函数来退耦 $%&’(
方程，因此 )*+%,-./&0/, 方程给出的能谱和 $%&’( 方

程给出的能谱是用不同量子数表示的，表面上看它

们的能谱结构不同，但考虑到量子数具体数值的选

取，两者的能谱结构实际上也是一致的 !
当标量势等于矢量势时，中心场和非中心场的

$%&’( 方程均可采用二分量的波函数来退耦，退耦后

的方程与 )*+%,-./&0/, 方程相同，因而与 A(B&C0%,D+&
方程是类似的 ! 根据本文和文献［5—5<］的结果，我

们可以做出如下猜想：只要某一势场的 A(B&C0%,D+&
方程的束缚态能够精确求解，那么在标量势等于矢

量势时，这一势场的 )*+%,-./&0/, 方程和 $%&’( 方程

的束缚态也一定能精确求解 !

［5］ $/@%,DE+F-G0’@+ H 5IJI 0123 ! (455 ! G !"# 5K#
［1］ L’*EM0’& N，OE,E; G，G@%, P Q 5IJI 0123 ! (455 ! G !$! "1<
［"］ >E A R，AE Q ) 5II5 ’657 0123 ! 89# ! $% 5195（%, SB%,+;+）［胡

嗣柱、苏汝铿 5II5 物理学报 $% 5195］

［6］ .E/ T O，P+,D T，UE H U 199" :19# ! 0123 ! (455 ! &% <91
［#］ A%@;+M P，VD&%W+; > 1996 . ! 0123 ! ’ "’ 6"KI
［<］ >/E S H，X% O，RB/E R U 5III ’657 0123 ! 89# ! $( 5III（ %,

SB%,+;+）［侯春风、李 炎、周忠祥 5III 物理学报 $( 5III］

［K］ >/E S H，RB/E R U 5III :19# ! 0123 ! ( #<5
［J］ SB+, . 1995 ’657 0123 ! 89# ! )% 5<#5（ %, SB%,+;+）［陈 刚

1995 物理学报 )% 5<#5］

［I］ .E/ T O 1991 ’657 0123 ! 89# ! )! 56#"（ %, SB%,+;+）［郭建友

1991 物理学报 )! 56#"］

［59］ Y%’,D Z S 1991 :19# ! 0123 ! !! K#K
［55］ AE Q )，P’ R Y 5IJ< . ! 0123 ! ’ !* 5K"I
［51］ Y%’,D Z S 199" :19# ! 0123 ! !& 5"<
［5"］ RB’,D U G，SB+, )，$E’, R X 199# :19# ! 0123 ! !$ 61
［56］ XE H X，SB+, S O，AE, $ A 199# :19# ! 0123 ! !$ 6<"
［5#］ SB+, R $，SB+, . 199# ’657 0123 ! 89# ! )$ 1#16（%, SB%,+;+）

［陈子栋、陈 刚 199# 物理学报 )$ 1#16］

［5<］ SB+, S O 199# 0123 ! (455 ! G ""* 1J"
［5K］ >’&?@’,, > 5IK1 ;14<$ ! :19& ! ’657 &$ 195
［5J］ >’&?@’,, >，A(BE(M Q，Q’0?M+ T 5IK< ;14<$ ! :19& ! ’657 $# 5
［5I］ >’&?@’,, >，A(BE(M $ 5IJ9 )#5 ! . ! =*7#5*& :14& ! !( 51#
［19］ .+&&[ S S 5IJ< 0123 ! (455 ! G !!( 66#
［15］ )%\*+& P，]+D’0% L 5IJ6 )#5 ! . ! =*7#5*& :14& ! &# 69#

JKJ" 物 理 学 报 ## 卷



［!!］ "#$%&’ ( )*+, !"#$ - %&’’ - . !!" !/*
［!0］ 1234&5 6，7&89:2 ; )*+/ ("&)* - +",- - ./’0 ## 0)
［!/］ <49:= > > )**, ("&)* - +",- - ./’0 $% ?0
［!?］ <49:= > > )**, 12’ - 3 - 4502’5- +"&- - "& /0)
［!,］ @29’ " A，BC9’8 < A，A9’8 D E &’ 06 !FF! +)--52 - ("&)* -

!"#$ - ’& )0*
［!G］ H92:I9 . 7，<=JKL2 B )**) 3 - 70’" - !"#$ - ’! )*?)
［!+］ ML&’ M E，N2C M N，"C’ D " !FF! !"#$ - %&’’ - . ’(" 0/)
［!*］ ML&’ M E，"C’ D E，N2C M N !FF0 !"#$ - %&’’ - . ’!) +F
［0F］ ML&’ M E，NC O N，"C’ D " !FF/ !"#$ - %&’’ - . ’*$ /!F
［0)］ ML&’ > !FF/ +",2 - !"#$ - !’ )//
［0!］ ML&’ M E，D=’8 " B !FF? !"#$ - %&’’ - . ’’" 0G/

［00］ ML&’ M E，BC " P )**? ./’0 !"#$ - 8,2 - %% *（2’ ML2’&J&）［陈昌

远、胡嗣柱 )**? 物理学报 %% *］

［0/］ A52QQ&’ >5=CR =S 69QL&%9Q2K94 B9’:3==$ )*G* 70’"&-0’,/06

902:;))<（<&2T2’8：B28L&5 U:CK9Q2=’ V5&JJ）ML9R )!（2’ ML2’&J&）

［《数学手册》编写组 )*G* 数学手册（北京：高等教育出版社）

第 )! 章］

［0?］ A9’8 P W，>C= D X )*G* .2 12’*):5/’,)2 ’) 8=&/,06 >52/’,)2
（<&2T2’8："K2&’K& V5&JJ）ML9R ,（2’ ML2’&J&）［王竹溪、郭敦仁

)*G* 特殊函数概论（北京：科学出版社）第 , 章］

［0,］ P&’8 Y E !FFF 4502’5- 7&/"02,/$（H=4 - !）（05: &:）（<&2T2’8：

"K2&’K& V5&JJ）ML9R ))（ 2’ ML2’&J&）［曾谨言 !FFF 量子力学

（卷!）（第 0 版）（北京：科学出版社）第 )) 章］

!"# $#%&’()(*’(+ ,-./0 *’&’#* -1 2-.%-3, 4-’#/’(&% 4%.*
& /#5 $(/6+*"&4#0 4-’#/’(&%!

ML&’ ML9’8ZEC9’[ "C’ D=’8Z"L&’8 NC O9ZN2’
（?&=0*’-&2’ )@ !"#$,/$，A02/"&2B (&0/"&*$ +)66&B&，A02/"&2B !!/FF!，+",20）

（X&K&2\&: )+ YC4I !FF?；5&\2J&: %9’CJK52RQ 5&K&2\&: G D&K&%3&5 !FF?）

.3JQ59KQ
;L& &]9KQ J=4CQ2=’J =S 3=C’: JQ9Q&J =S 14&2’Z>=5:=’ &^C9Q2=’ 9’: D259K &^C9Q2=’ _2QL M=C4=%3 R=Q&’Q294 R4CJ 9 ’&_ 52’8Z

JL9R&: R=Q&’Q294J 95& JQC:2&: =’ QL& 9JJC%RQ2=’ QL9Q QL& JK9495 R=Q&’Q294 2J &^C94 Q= QL& \&KQ=5 R=Q&’Q294 - ;L& &]9KQ &’&58I
&]R5&JJ2=’J 9’: QL& ’=5%942‘&: _9\& SC’KQ2=’J S=5 14&2’Z>=5:=’ &^C9Q2=’ 95& R5&J&’Q&:- ;L& &]9KQ &’&58I &]R5&JJ2=’J 9’: QL&
’=5%942‘&: JR2’=5 _9\& SC’KQ2=’J S=5 D259K &^C9Q2=’ 95& 82\&’-

,-./0123：M=C4=%3 R=Q&’Q294 R4CJ 9 ’&_ 52’8ZJL9R&: R=Q&’Q294J，3=C’: JQ9Q&J，&]9KQ J=4CQ2=’J
4566：F0,?，)))F@

!V5=T&KQ JCRR=5Q&: 3I QL& "K2&’Q2S2K X&J&5KL O=C’:9Q2=’ S=5 V5=S&JJ=5 9’: D=KQ=5 =S E9’KL&’8 ;&9KL&5J M=44&8&，ML2’9-

[ UZ%924：IKQKKKIa),0- ’&Q

*G+0+ 期 陈昌远等：库仑势加新环形势的相对论束缚态


