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考察了供应链网络的基本特征，提出了节点到达过程是更新过程、新增入边和出边数是具有 *+,-./001 分布随

机变量的供应链型有向网络 2研究了这类网络节点的瞬态度分布和稳态平均度分布 2利用更新过程理论对这类网

络进行了分析，获得了网络节点瞬态度分布和网络稳态平均度分布的解析表达式 2分析表明，虽然这类网络节点

的稳态度分布不存在，但是网络的稳态平均度分布具有双向幂律性 2
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!上海市重点学科建设基金（批准号：5"%"!）和上海市教育委员会自然科学基金（批准号："%67$%）资助的课题 2

& 8 引 言

近年来，物理学领域关于复杂网络的研究非常

活跃［&—&(］，研究者来自计算机网络、图论、统计物理

学、社会学以及经济学等各个不同领域 2 90:+,; 和

*<,<:=>1 在文献［(］中对复杂网络研究进行了很好综

述 2他们在文献［(］的展望中指出：许多网络模型（包

括小世界网络和演化网络）忽略了网络的有向性；然

而，??? 网表明，出边和入边会遵从不同的标度

律 2在这一方面，*<,<:=>1@90:+,; 模型（*9 模型）［)］仅

仅解释了入边的度分布，因为根据它的构造规则，每

一个结点都有 ! 条出边，所以出边的度分布是!函

数 2这些有向模型的特征是令人感兴趣的工作 2文献

［(］还指出：大多数网络是动态过程，无标度拓扑结

构在决定复杂网络同步时非常重要 2网络同步近来

已成为复杂网络研究的一个热点领域 2文献［’］研究

了无标度动态网络同步性质 2文献［#—&&］提出了广

义时变复杂网络模型，给出了复杂动力网络的同步

准则 2
文献［)，%］提出的 *9 模型是著名的无向复杂

网络模型，目的是试图建立无标度网络的理论基础 2
但是，由于 *9 模型太理想化，而不能很好地刻画现

实生活中的复杂网络 2为此，很多学者对 *9 模型进

行了推广或修正［!—A］2 *<,<:=>1 等的主要贡献是提出

了无向复杂网络的增长和择优连接机制［)，%］，而他们

关于 *9 模型度分布的分析有逻辑错误，这是因为

他们在分析过程中假定了节点在 " B &，!，⋯等时间

间隔离散地到达网络，并且假定了到达时间服从均

匀分布［)—A］2文献［&A］对这个错误进行了论证 2
C-;+,-+;、交互式 ?+: 应用以及电子商务的出

现，彻底改变了商业方式，也改变了供应链结构，传

统经销商将消失，其功能将被全球网络电子商务所

取代 2多层的供应链将转变为基于 C-;+,-+; 开放式全

球网络供应链 2在供应链这个复杂网络上企业都具

有双重身份，既是客户又同时是供应商，该复杂网络

的节点是公司，供应被看成入度，销售被看成出度 2
这个复杂网络有四个基本特点：（&）有向网络；（!）节

点是随机增长的（并不是等时间间隔的增加）；（$）节

点间是择优连接；（)）新节点具有入边和出边 2许多

公司在注册之前已经有了潜在的客户和供应商，当

这个公司在进入供应链网络时，它同时具有了入边

和出边，目前对这样有向复杂网络的拓扑结构还不

清楚 2
本文考察了网络节点连续时间增加的供应链网

络特征，提出了节点到达过程是更新过程、新增入边

和出边数是具有 *+,-./001 分布的供应链型有向网

络 2研究了这类网络的度分布和稳态平均度分布 2我
们利用更新过程理论对这类网络进行了分析，获得

了度分布的解析表达式 2研究表明，供应链型有向网
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络具有双向幂律度分布，并且稳态平均入度和出度

分布的幂律指数在区间（!，" #）内 $

! % 模型的描述

!"#" $% 模型

&’ 多年前 ()*+, 在文献［-.］中提出了“积累优

势”的机制，此机制可用以解释许多网络中存在的幂

律分布，如引文网、/// 网、协作关系网、012,)1,2 和

其他技术网络 $然而，当时 ()*+, 的工作在社会科学

领域很少为人所知，他的“积累优势”的观点也没有

在网络研究中流行起来，直到 34)4567* 和 895,)2 重新

发现这一机制［&，:］，并提出了与 ()*+, 类似的网络增

长模型，“积累优势”的机制才被人们所接受［-;］$
38 模型是指满足如下两条规则的网络：（-）开

始于较少的节点数 !’，在每个时间间隔增添一个具

有 !（!!!’）条边的新节点，连接这个新节点到 !
个不同的已经存在于网络中的节点；（!）在选择新节

点连接时，新节点连接到节点 " 的概率 # 取决于节

点 " 的度数 $" ，即满足

#（$" ）<
$"

"
%
$%

$

!"!" 供应链型有向模型

38 模型的增长机制是节点在 & < -，!，⋯等时

间间隔离散地进入系统，在文献［&—=］关于 38 模

型的分析中一直是这样假定的，但是在现实复杂网

络中节点是随机到达的 $
令｛’( (#-｝独立同分布的非负随机变量，其

共同分布为

)｛’" ! *｝< +（*）<$
*

’
,（*）>*

（ " < ’，-，!，⋯），

-
! %$

#

’
*>+（*）< -［’" ］，

并假设!? ’，+（ &）有连续单调的正密度函数 ,（ &）$
我们引进

&’ < ’，

&( <"
(

" < -
’" （( # -），

.（ &）< @4A｛( &( ! &｝$
定义 随机过程｛.（ &） &#’｝被称为更新过

程［-B］，简 称 更 新 过 程 .（ &）$ 如 果! ? ’，,（ &）<

!,C!& ，｛.（ &） &#’｝被称为具有率!的 (D*77D1 过

程［-B］.（ &）$
对于更新过程｛.（ &） &#’｝，"（ &）< -［.（ &）］

表示区间［’，&）的平均更新数，对于具有率!的

(D*77D1 过程，我们从文献［-B］知道，

"（ &）< -［.（ &）］<!& $
引理［-B］ 对于更新过程｛.（ &） &#’｝，有

"（ &）<$
&

’
/（ 0）> 0 （ & # ’），

/（ &）< ,（ &）"$
&

’
,（ & C 0）"> 0 （ & # ’）$

供应链型一般增长有向模型（E 有向模型）是指

满足以下两条规则的网络 $（-）开始带有较少的节点

数 !’，节点的到达过程是更新过程 .（ &）$ 在 & 时

刻，当一个新节点进入网络时，此节点具有 !（!!
!’）条边（与网络中已有的 ! 个节点连通），并且入

边数 1 服从 3,)1DF99* 分布 2（!，3），出边数 1 服从

3,)1DF99* 分布 2（!，- C 3），其中 3&（’，-）$（!）当

选择网络中已有的节点与新节点连接时，如果新节

点是始点，则选择终点 " 的概率 # 依赖于节点 " 的

入度 4" ，即满足

#（ 4" ）<
4"

"
%
4%
$ （-）

如果新节点是终点，则选择始点 " 的概率 # 依赖于

节点 " 的出度 5" ，即满足

#（5" ）<
5"

"
%
6%

$ （!）

供应链型 (D*77D1 有向模型是指满足以下两条

规则的网络 $（-）开始带有较少的节点数 !’，节点

的到达过程是具有率!的 (D*77D1 过程 $ 在 & 时刻，

当一个新节点进入网络时，此节点具有 !（!!!’）

条边（与网络中已有的 ! 个节点连通），并且入边

数 1 服从 3,)1DF99* 分布 2（!，3），出边数 1 服从

3,)1DF99* 分布 2（!，- C 3），其中 3&（’，-）$（!）当

选择网络中已有的节点与新节点连接时，如果新节

点是始点，则选择终点 " 的概率 # 依赖于节点 " 的

入度 4" ，即满足（-）式 $ 如果新节点是终点，则选择

始点 " 的概率 # 依赖于节点 " 的出度 5" ，即满足

（!）式 $
如果 ,（ &）<!,C!& ，供应链型 E 有向模型则为供

应链型 (D*77D1 有向模型 $
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!" 节点的瞬态度分布

记 !（ "）为时刻 " 网络的节点数与初始节点数

## 之差，

!（ "）$ $［!（ "）］%
因为节点的到达过程 !（ "）是更新过程，由更新过

程理论可知，

!（ "）$ !
&

% $ ’
&%（ "）， （!）

式中 &%（ "）表示 &（ "）的 % 重卷积，% $ ’，(，⋯ % 记

&#（ "）为

&#（ "）$ ’’（ "）$
# （ " " #），

’ （ " ) #）{ %
我们用 "( 表示第 ( 个节点进入网络的时刻，即

第 ( 个节点 ( 的到达时刻 % )( 表示节点 ( 在时刻 " 的

入度 %假定 )( 是连续实值变量，由于 )( 的变化率正

比于概率 *（ )( ），从而 )( 满足动态方程

!)(
!" $（’ * +）#!+（ "）

)(

!
,
),
% （,）

由于

!
,
), $ #$［!（ "）］$ #!（ "），

因此

!)(
!" $

)(!+（ "）
’

’ * +!（ "）
% （-）

解方程（-），得

)(（ "）$ )(（ "( ）!
（ "）
!（ "(( )）

’* +

% （.）

由（.）式，得

-（ )(（ "）/ .）$ - !（ "( ）) )(（ "( ）( ).

’
’* +

!（ "( )） %

因为!（ "）$ $［!（ "）］是［#，"）内节点到达的平均

数，从引理知!（ "）$ $［!（ "）］是严格单调递增的，

因此

-（ )(（ "）/ .）$!
#

/ $ #

#( )/
+/（’ * +）#* /

0 {- "( )!
*’ /( ).

’
’* +

!（ "( ) }） %

从 "( $ "( * "( * ’ 1 "( * ’ * "( * ( 1 ⋯ 1 "’ * "# 和更新定

理［’-］，我们有

-（ )(（ "）/ .）$ ’ *!
#

/ $ #

#( )/
+/（’ * +）#* /

0 &( !
*’ /( ).

’
’* +

!（ "( )( )） % （2）

因此，供应链型 3 有向模型瞬态入度分布为

0（)(（"）$ .）

$ !（"）
（’ * +）.’1

’
’* +!

#

/ $#

#( )/
+/（’ * +）#* / /

’
’* +

!+
/( ).

’
’* +

!（"( )）

0#
!

*’ /( ).
’

’* +!（"( )）

#
1 !

*’ /( ).

’
’* +

!（"( )）*( )2 4&(*’（2）

（( $ ’，(，⋯）% （5）

对于出度 3( ，类似于入度 )( ，我们有供应链型

3 有向模型瞬态出度分布为

0（3(（"）$ .）

$!（"）
+.’1

’
+!

#

/ $#

#( )/
+/（’ * +）#* / /’6 +

!+
/( ).

’6 +

!（"( )）

0#
!

*’ /( ).
’6 +
!（"( )）

#
1 !

*’ /( ).
’6 +

!（"( )）*( )2 4&(*’（2）

（( $ ’，(，⋯）% （7）

从 1（ "）$"8*"" 和 9:;<<:= 理论，我们有

!（ "）$ $［!（ "）］$""，

!+
#(

.(!（ "( )） $"，

#
!

*’ /( ).
’

’* +!（"( )）

#
1 !

*’ /( ).

’
’* +

!（"( )）*( )2 4&(*’（2）

$"8>? * /( ).

’
’* +
"( )"

/( ).

’
’* +
"( )" (*’

（( * ’）！
%

由（5）式可知供应链型 9:;<<:= 有向模型瞬态入

度分布为

0（)(（ "）$ .）$ ""
（’ * +）.’1

’
’* +

0!
#

/ $#

#( )/
+/（’ * +）#* / /

’
’* +

0 8>? * /( ).

’
’* +
"( )"

/( ).

’
’* +
"( )" (*’

（ ( * ’）！

（ ( $ ’，(，⋯）% （’#）

同理可得，供应链型 9:;<<:= 有向模型瞬态出度分

布为

0（3(（ "）$ .）$ "
"

+.’1 ’
+!

#

/ $ #

#( )/
（’ * +）/+#* / /’6 +

0 8>? * /( ).
’6 +

"( )"
/( ).

’6 +

"( )" (*’

（ ( * ’）！
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（ ! ! "，#，⋯）$ （""）

（%）和（&）式给出了网络节点 ! 在时刻 " 的度分

布，他们不仅与时间有关，也与节点的到达过程有

关 $图 " 给出了当 " ! "’’’’，! ! "’’，# ! "(，!! ")#
时，不同 $ 的供应链型 *+,--+. 有向网络节点的度分

布双对数图 $

图 " 供应链型 *+,--+. 有向网络节点的瞬态度分布 " ! "’’’’，

! ! "’’，# ! "(，! ! ")#/ $ ! ")# 时出度分布线和入度分布线相

重合

0/ 网络的稳态平均度分布

以上我们讨论了网络节点的瞬态度分布，从图

" 可见网络节点的瞬态入度和出度分布并不是幂律

分布 $实际上，从（"’）和（""）式可得

1,2
"!34

%（ &!（ "）! ’）! 1,2
"!34

!"
（" 5 $）’"3 "

"5 $

6"
#

( ! ’

#( )(
$(（" 5 $）#5 ( (

"
"5 $

6 789 5 (( )’

"
"5 $
!( )"

(( )’

"
"5 $
!( )" !5"

（ ! 5 "）！ ! ’

（ ! ! "，#，⋯）， （"#）

1,2
"!34

%（)!（ "）! ’）! 1,2
"!34

"
$’"3 "

$
!"

6"
#

( ! ’

#( )(
（" 5 $）($#5 ( (

"
$

6 789 5 (( )’

"
$
!( )"

(( )’

"
$
!( )" !5"

（ ! 5 "）！ ! ’

（ ! ! "，#，⋯）$ （":）

由（"#）和（":）式可知，供应链型 *+,--+. 有向网络任

何节点 ! 的稳态入度和出度分布不存在 $ ;1<7=> 和

?@=@<A-, 在文献［(］中混淆了节点 ! 的稳态度分布和

网络的稳态平均度分布的概念，其实，B+=+C+D>-7D 等

在文献［"(］中讨论的是稳态平均度分布 $
由（%）式和 E,D7 定理，我们有

%（’）# 1,2
"!4

"
*［+（ "）］"

4

! !"
%（&!（ "）! ’）

! 1,2
"!4

"
（" 5 $）’"3 "

"5
{

$ "
#

( !’

#( )(
$(（" 5 $）#5 (

6 (
"

"5 $

"F
(( )’

"
"5 $

"（ "( )）

, "
5" (( )’

"
"5 $

"（ "( )( )）

3"
#

( !’

#( )(
$(（" 5 $）#5 ( (

"
"5 $

"F
(( )’

"
"5 $

"（ "( )）

6$
"

5" (( )’
"

"5 $"（ "( )）

’
, "

5" (( )’

"
"5 $

"（ "( )） 5( )- G"（- }） $

（"0）

图 # 供应链型 *+,--+. 有向网络稳态平均度分布 # ! "(，

!! ")# $ $ ! ")# 时稳态平均出度分布线和稳态平均入度分布线

相重合

再由基本更新定理、关 键 更 新 定 理［"H］及"（ "）!
*［+（ "）］的严格单调递增性，从（"0）式可知供应链

型 I 有向模型稳态平均入度分布为

%（’）#
"

（" 5 $）’"3 "
"5 $

6"
#

( ! ’

#( )(
$(（" 5 $）#5 ( (

"
"5 $ $ （"H）

同理可得，供应链型 I 有向模型稳态平均出度分

布为
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!（"）!
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!
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$

% # $

$( )%
（! % #）%#$% % %

!
# & （!’）

综上所述，供应链型 ( 有向模型稳态平均入度

分布和供应链型 ( 有向模型稳态平均出度分布的

表达式分别为（!)）和（!’）式 &可见，这类网络的稳态

平均入度分布和稳态平均出度分布是幂律分布 &当
$ # !’，! # !*+ 时，图 + 给出了不同 # 的供应链型

,-.//-0 有 向 网 络 节 点 的 稳 态 平 均 度 分 布 的 双 对

数图 &

) 1 结 论

本文提出了连续时间增加的供应链型有向网络

模型 &研究表明，供应链型 ( 有向模型的稳态平均

入度分布和稳态平均出度分布是与渐近时间无关的

（且与系统规模 & #"（ ’）" $$ 无关），尽管网络在

持续不断地增长，但是网络节点平均度分布却达到

一个稳定的状态 &虽然此网络的稳态平均入度和出

度分布与节点的到达过程无关，但是瞬态入度和出

度分布是依赖于节点的到达时间间隔分布 (（ ’）的 &
表明这类有向网络具有双向幂律度分布，稳态平均

入度和稳态平均出度分布是指数分别为 ! " !
! % #和

! " !
# 的幂律分布 & 由于 ##（$，!），因此，这个幂律

指数在区间（+，" 2）内，而瞬态入度和出度分布并

不是幂律分布 &虽然供应链型 ,-.//-0 有向网络的稳

态平均入度和稳态平均出度分布是幂律分布，但是

这个网络任何节点 ) 的稳态入度和出度分布并不

存在 &

［!］ 34 5 6 +$$7 *+,’ & -./ & 01234 & 5467 & !"（7）!8［吕金虎 +$$7
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