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线性瞬态涡流电磁场定解问题的主要特点是边界条件使用磁感应强度的法向分量边界条件代替了电场强度

的切向分量边界条件，约束方程中忽略了位移电流 (这种具有特殊性的定解问题的解是否唯一和稳定对于求解瞬

态涡流电磁场而言是一个基本问题 (本文在非涡流区引入标量位函数，证明了在推导过程中起重要作用的辅助函

数的存在性 (通过推导线性瞬态涡流电磁场定解问题的能量估计式，证明了该定解问题的解是唯一的，并且关于初

始条件和外源项是稳定的 (本结果对于线性瞬态涡流电磁场的求解有一定的指导意义 (作为应用，给出了通有单脉

冲电流的单匝圆环线圈与球形导体共轴的涡流问题的解析解 (
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! , 引 言

瞬态涡流电磁场是指随时间缓慢变化的场源在

导电媒质中产生的电磁场 ( 电气工程中所涉及的电

磁场大部分都可认为是瞬态涡流电磁场 (为了分析、

求解瞬态涡流电磁场，需要建立场的定解问题并研

究解的性质 (其中，定解问题的解是否唯一以及解关

于初始条件和外源是否稳定是本文重点考察的内

容 (因为解的唯一性保证求解定解问题时可任意选

择简便的方法［!］；解的稳定性意味着当初始条件和

场源发生微小变化时，解的变化也很小，这对场的数

值计算来说具有重要的指导意义［%］(
%" 年来，人们围绕涡流场的求解开展了大量研

究［$，*］，建立了多种类型的定解问题 (其中典型的定

解问题的提法见文献［&］，其特点是内边界条件使用

磁感应强度 ! 的法向分量边界条件代替了电场强

度" 的切向分量边界条件，约束方程中忽略了位移

电流 (由于这两个特点，瞬态涡流电磁场定解问题与

一般时变电磁场定解问题相比，数学结构发生了一

定变化 (这种具有一定特殊性的定解问题的解是否

唯一和稳定，是求解瞬态涡流电磁场之前应首先研

究的基本问题 ( 从目前已发表的文献看，人们在分

析、求解线性瞬态涡流电磁场时，似乎较少考虑解的

唯一性和稳定性，而是直接用数值方法求解 ( 文献

［&］基于用电场强度和磁感应强度表示的线性瞬态

涡流电磁场定解问题，给出了由它衍生出的多种位

函数表示的定解问题，在假定电场强度和磁感应强

度表示的线性瞬态涡流电磁场定解问题有唯一解的

前提下，证明了多种位函数表示的定解问题有唯一

解 (文献［’］给出了电场强度和磁感应强度表示的线

性瞬态涡流电磁场定解问题唯一性定理的表述和证

明，为本文提供了一定的研究基础 ( 截至目前，我们

尚未见到研究者讨论线性瞬态涡流电磁场定解问题

的稳定性 (定解问题的稳定性可由定解问题的能量

估计式给出，能量估计式需要从非齐次定解问题出

发而得到 (对于非齐次定解问题而言，要在非涡流区

引入标量位函数有一定难度 ( 在文献［’］中，假定了

一个在内边界面上具有连续一阶偏导数的函数，利

用它证明了定解问题的唯一性，该函数的存在性对

定解问题唯一性的证明过程有重要作用 ( 本文在文

献［’］的基础上，利用非齐次线性瞬态涡流电磁场定

解问题，证明了对推导过程起重要作用的辅助函数

的存在性，推导出线性瞬态涡流电磁场定解问题的

能量估计式，得到了线性瞬态涡流电磁场定解问题

解的唯一性和稳定性 (作为应用，本文研究了通有单

脉冲电流的单匝圆环线圈与球形导体共轴的涡流问

题，用拉普拉斯变换的方法求出了场量的解析表
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! " 定解问题的建立

如图 # 所示，不随时间变化的三维无限大区域

图 # 线性瞬态涡流场的求解区域

!内存在三维有界的线性导电导磁区域!#，其电导

率为 $ %"# % &，磁导率为 $ %## % &，"# 和## 是

场点的连续函数，并且存在有界常数#’，#(，使得

#’!##!#( "! 中除!# 以外的区域为非涡流区

域，记为!! "!! 为线单连通区域，其电导率为"! )
$，磁导率#! 是与场点和时间无关的有界正常数 "随
时间 ! 缓慢变化的电流源 ! * 分布在!! 中的有界区

域内 "以下记函数符号上方的圆点“·”表示该函数对

时间 ! 的偏导数 "忽略位移电流，在以上条件下，电

磁场的场量满足以下定解问题：

在!# 内

!

+ "# ,"# ## ) !， （#）

!

+ ## - $%# ) !， （!）

$

·%# ) $； （.）

在!! 内

!

+ "! ) ! *， （/）

!

·%! ) $； （0）

在%上

&# +（"! , "#）) !， （1）

&#·（%! , %#）) $； （2）

在无穷远处

34’
""&

"%! ) !； （5）

在初始时刻

%# ! ) $ ) %#$，# ) #，!； （6）

"# ! ) $ ) "#$，# ) #，! " （#$）

其中，粗体字母表示矢量函数，%# 和 %! 分别为!#

和!! 中的磁感应强度，"# 和 "! 分别为!# 和!!

中的磁场强度，%# )#"#，%! )#!"!，&# 为内边界

面%上由!# 指向!! 的单位法向矢量，%#$和 "#$为

仅与场点有关而与时间 ! 无关的已知矢量 "

. " " *（ ’，!）的引入

根据亥姆霍 定理［2］，在!! 内任意一点处的

磁感应强度 %!（ ’）可被表示为一个标量函数的梯度

和一个矢量函数的旋度之和，即

%!（ ’，!）) ,

!

&（ ’，!）-

!

+ (（ ’，!），

其中

&（ ’，!）)#!!

!

7·%!（ ’7，!）
/" ’ , ’7 8!7

-$%

%!（ ’7，!）·&#（ ’7）

/" ’ , ’7 8%7

,$% 49

%!（ ’7，!）·& 49（ ’7）

/" ’ , ’7 8%7，（##）

(（ ’，!）)#!!

!

7 + %!（ ’7，!）
/" ’ , ’7 8!7

,$%

%!（ ’7，!）+ &#（ ’7）

/" ’ , ’7 8%7

-$% 49

%!（ ’7，!）+ & 49（ ’7）

/" ’ , ’7 8%7，（#!）

%49是无界场域中无限远处假想的光滑曲面，& 49 是

%49上的单位外法向矢量 "将方程（/）和（0）分别代入

（##）和（#!）式，可得

&（ ’，!）)$%

%!（ ’7，!）·&#（ ’7）

/" ’ , ’7 8%7

,$%49

%!（ ’7，!）·& 49（ ’7）

/" ’ , ’7 8%7，（#.）

(（ ’，!）)#!!

#! ! *（ ’7，!）
/" ’ , ’7 8!7

,$%

%!（ ’7，!）+ &#（ ’7）

/" ’ , ’7 8%7

-$%49

%!（ ’7，!）+ & 49（ ’7）

/" ’ , ’7 8%7 "（#/）

将（#/）式右端的第一项记为

( *（ ’，!）)#!!

#! ! *（ ’7，!）
/" ’ , ’7 8!7，

令

%( *（ ’，!）)#!#! ! *（ ’7，!）
/" ’ , ’7 8!7
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!!!"

"# ! $（ "%，!）
&! " ’ "% (!%

)!!#

"# ! $（ "%，!）
&! " ’ "% (!%，

由于!" 中没有源电流分布，可知在!# 中，"# $（ "，!）
! # $（ "，!）*令

$ $（ "，!）!

"

+"# $（ "，!），

% $（ "，!）! $ $（ "，!）,"#，

可知

% $（ "，!）!

"

+!!
! $（ "%，!）

&! " ’ "% (!%

!!!
! $（ "%，!）

&! +

" "
" ’ "% (!%

! ’!!
! $（ "%，!）+（ " ’ "%）

&! " ’ "% - (!% *（".）

根据 % $（ "，!）的表达式（".），可求出!内 % $（ "，!）
的旋度为

"

+ % $ !

"

+

"

+!!
! $（ "%，!）

&! " ’ "% (!% *

利用矢量分析公式

"

+

"

+ # !

"

（

"

·"）’

"

##，

可知

"

+ % $ !

"

!!

"

·
! $（ "%，!）

&! " ’ "% (!%

’!!
! $（ "%，!）

&!

"

# "
" ’ "% (!% *

根据关系式

"

# "
# ! ’ &!#（&）和高斯公式!!

"

·"(!

!##
#·’(#，上式可以变为

"

+ % $ !

"

##/0

! $（ "%，!）·’ /0（ "%）

&! " ’ "% (#%

)!!! $（ "%，!）#（ " ’ "%）(!% *

由于 ! $ 只分布在!# 内的有界区域内，而在假想的

无限远处曲面#/0 上没有电流源分布，所以上式右

端的第一个积分为零 *因此

"

+ % $ !!!! $（ "% ，!）#（ " ’ "%）(!% ! ! $（ "，!）*

!内% $（ "，!）的散度为

"

·% $ !

"

·

"

+!!
! $（ "% ，!）

&! " ’ "% (!% *

根据矢量公式

"

·（

"

+ #）! 1 可知上式为 1 *
因此，在整个!内，

"

+ % $ ! ! $， （"2）

"

·% $ ! 1 * （"3）

从（".）式出发，可知

4/5
$$6

$% $ ! !， （"7）

另外，我们不妨假定

% $ ! ! 1 ! !， （"8）

（"2）—（"8）式为 % $（ "，!）满足的定解问题 * 可以证

明该定解问题的解是唯一的［7］，而（".）式满足该定

解问题，因此（".）式就是定解问题（"2）—（"8）的唯

一解 *
这样，我们引入了一个定义在整个场域中的函

数 % $（ "，!）*

& * 能量估计式

" #$ #能量积分关于时间的导数

我们定义线性瞬态涡流场的能量积分为

%（ !）!!!"

"
#"" &#

" (! )!!#

"
#"# &#

# (!，（#1）

将能量积分对时间 ! 求导，得

(%（ !）
( ! !!!"

($"·%" (! )!!#

($#·%# (! *

（#"）

方程（&）表明，在!# 内，

"

+ %# ! ! $；方程（"2）

表明，在整个! 内，

"

+ % $ ! ! $ * 所以在!# 内，也

有

"

+ % $ ! ! $ *在!# 内将两式相减，可得

"

+（%# ’ % $）! ! * （##）

根据矢量公式

"

+（

"

$）! !，，由（##）式，可在!# 内

引入标量位函数$，使得

%# ! % $ ’

"

$* （#-）

将方程（#）和（#-）代入（#"）式，可得

(%（ !）
( ! ! ’!!"

（

"

+ )"）·%" (!

)!!#

($#·（% $ ’

"

$）(! * （#&）

将上 式 右 端 的 两 个 积 分 分 别 记 为 ’" 和 ’# 来 计

算，则

’" ! ’!!"

（

"

+ )"）·%" (!

!!!"

［’（

"

+ %"）·)" )

"

·（%" + )"）］(! *

（#.）

将方程（"）代入（#.）式，有

88-&8 期 谢 莉等：线性瞬态涡流电磁场定解问题解的唯一性和稳定性



!! " #!!!
"! "$

! %! &!!!

!

·（!! ’ "!）%!，

再根据高斯公式，可知

!! " #!!!
"! "$

! %! &"#
（!! ’ "!）·#! %#

" #!!!
"! "$

! %! &"#
（#! ’ !!）·"! %# ( （$)）

将边界条件（)）代入（$)）式，得

!! " #!!!
"! "$

! %! &"#
（#! ’ !$）·"! %#

" #!!!
"! "$

! %! &"#
（!$ ’ "!）·#! %# ( （$*）

将（$+）式代入（$*）式得

!! " #!!!
"!"$

!%! &"#
（!, ’ "! #

!

$ ’ "!）·#!%#

" #!!!
"! "$

! %! &!!!

!

·（! , ’ "!）%!

#"#
（

!

$ ’ "!）·#! %#

" #!!!
"! "$

! %!

&!!!

（"!·

!
’ ! , # ! ,·

!
’ "!）%!

#"#
（

!

$ ’ "!）·#! %# ( （$-）

由于 $ , 只分布在!$ 内，所以在!! 内

!

’ ! , " ! " （$.）

将方程（$）和（$.）代入（$-）式，得

!! "!!!

#"! "$
! %! &!!!

%&!·! ,%!

#"#
（

!

$ ’ "!）·#! %# ( （+/）

另一方面，

!$ "!!$

%&$·（! , #

!

$）%!

"!!$

［ %&$·! , #

!

·（$%&$）

&$

!

· %&$］%! ( （+!）

根据方程（0），可知

"
"#（

!

·&$）" /(

将上式代入（+!）式，可得

!$ "!!$

［ %&$·! , #

!

·（$%&$）］%! (

根据高斯公式，有

!$ "!!$

%&$·! ,%! &"#
$%&$·#! %#

#"#12
$%&$·# 12 %# (

将边界条件（*）代入上式，得到

!$ "!!$

%&$·! ,%! &"#
$%&!·#! %#

#"#12
$%&$·# 12 %# ( （+$）

再把方程（$）代入上式，得

!$ "!!$

%&$·! ,%! #"#
$（

!

’ "!）·#! %#

#"#12
$%&$·# 12 %# ( （++）

这样，我们分别求出了（$3）式右端的两个积分，（$3）

式可以变为下面的形式：

%$（ #）
% # " !! & !$

"!!!

#"! "$
! %! &!!!

%&!·! , %!

#"#
（

!
$ ’ "!）·#! %#

&!!$

%&$·! ,%!

#"#
$（

!

’ "!）·#! %#

#"#12
$%&$·# 12 %# ( （+3）

# "$ " 无限远条件的使用

本部分内容是要利用无限远条件（-）将（+3）式

中在假想的无限远处边界#12上的积分求出 (
由无限远条件（-）和（!-），得

415
%#6

%

!

$ " 415
%#6

（ %! , # %!$）" ! （+0）

在!$ 内任意作一个不把!! 中的点包含在内的有

界光滑闭曲面 &，& 上的单位外法向矢量为 #，& 的

内部区域为 ’，在 ’ 内任意一点

!

·（$’）" ’·

!

$ &$

!

· ’
" ’·

!

$ &$’7( （+)）

在 ’ 内对（+)）式进行体积分，得

!’

!

·（$’）%’ "!’
（ ’·

!

$ &$’7）%’ (

上式左端应用高斯公式，可得

"&$
’·#%& "!’

（ ’·

!

$ &$’7）%’ ( （+*）
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保持区域 ! 的形状、大小不变，将 ! 置于无限远

处，根据（!"）式，有

#$%
"!&

!·

!

! ’ #$%
"!&

!(·（ "

!

!）’ )* （!+）

这样，当 "!&时，（!,）式右端第一项积分为 )，令

#$%
"!&! ’ ) ，所 以（!,）式 的 右 端 第 二 项 积 分 也 为

零，即

#$%
"!&"!

（ !·

!

! -!!(）.! ’ )* （!/）

因此，（!,）式的左端也为零，即

#$%
"!&##!

!·".# ’ #$%
"!&##!

"!(·".# ’ )*（0)）

由 # 的任意性，可知

#$%
"!&

"! ’ )* （01）

（!0）式中的最后一个积分可以写成

#"$2
!#$3·" $2 ." ’ #$%

"!&!
#$3·" $2 # $2 * （03）

（03）式是用球心位于坐标原点，半径为 " 的球面 # $2

来代替"$2，"$2对原点所张开的立体角为 0"，再根据

无限远条件（+）和（01），（03）式变为

#"$2
!#$3·" $2 ." ’ 0" #$%

"!&
"!
#
#$

#$%
"!&

"#$( )3 ·" $2

’ ) * （0!）

（!0）式中在假想的无限远处边界"$2上的积分为 )，

这样（!0）式的形式变为

.%（ $）
. $ ’"#1

4$1 &3
1 .# -"#1

#$1·% 5.#

-"#3

#$3·% 5.#

4#"
（

!

! 6 &1 -!

!

6 &1）·"1 ." *（00）

! "# " 内边界条件的使用

本部分内容将利用内边界条件（7）和（,）将（!0）

式中在内边界"上的积分求出 *
（00）式中右端最后一项积分中，&1 是#1 中的

量，!是#3 中的量，所以不能利用矢量微分公式将

!

!6 &1 -!

!

6 &1 写成

!

6（!&1），这在数学上没

有意义 *
我们采用与文献［7］类似的方法，通过定义一个

在内边界面"上具有连续一阶偏导数的新矢量函

数’ 来研究（00）式，在后文中将给出函数 ’ 的存在

性证明 *令

’（’，$）’
&1（’，$），’ $#1，

(（’，$），’ $#3
{ ，

（0"）

且 ’ 满足

#$%
’!(

!

6 &1（’，$）’ #$%
)!(

!

6 (（)，$）

’

!

6 (（(，$）， （07）

#$%
’!(

&1（’，$）’ #$%
)!(

(（)，$）’ (（(，$）*（0,）

在以上二式中，’$#1，)$#3，($" *
利用函数 ’，把（00）式中在内边界面"上的两

项积分写成极限形式，可得

#"
［ #$%

)!(

!

!（)，$）6 #$%
’!(

&1（’，$）

- #$%
)!(!（)，$）#$%

’!(

!

6 &1（’，$）］

·"1（(）."（(）

’#"
#$%
)!(

［

!

!（)，$）6 (（)，$）

-!（)，$）

!

6 (（)，$）］

·"1（(）."（(）

’#"
#$%
)!(

!

6［!（)，$）(（)，$）］

·"1（(）."（(），

’ $#1，) $#3，( $" *
设"是由分片光滑的曲面 #1，#3，⋯，#* 所组成的

闭曲面，利用斯托克斯公式，上式成为

#"
#$%
)!(

!

6［!（)，$）(（)，$）］·"1（(）."（(）

’%
*

+ ’ 1"#+

!

6［!（(，$）(（(，$）］·"1（(）."（(）

’%
*

+ ’ 1#,+
!（-，$）(（-，$）·.!（-）

’",1 - ,3 -⋯- ,*
!（-，$）(（-，$）·.!（-）， （0+）

式中 ,+ 为 #+ 的有向边界闭曲线，-$ ,+ ，+ ’ 1，

3，⋯，* *
设 ,+.表示 ,+ 与 ,. 的公共边界线，则

,1 - ,3 - ⋯ - ,* ’ %
*41

+ ’ 1
%
*

. ’ +-1
（,+. - ,.+）*（0/）

再利用（0,）式，（0+）式可写成

",1 - ,3 -⋯- ,*
!（-，$）(（-，$）·.!（-）

’%
*41

+ ’ 1
%
*

. ’ +-1
#$%
)!-
’!-
",+.

［!（)，$）(（’，$）

4!（)，$）(（’，$）］·.!（-）’ )， （")）

式中 )$#3，’$#1，-$,+.，,+.$" *因此

#"
（

!

! 6 &1）·"1 ." -#"
!（

!

6 &1）·"1 ." ’ )*
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（!!）式变成

"!（ "）
" " #!!$

%"$ #&
$ "!

’!!$

!"$·# ("!

’!!&

!"&·# ("! ) （*$）

! "! " 能量估计式的导出

设正常数#$ 满足#$ + ,-.｛#/，#&｝，根据（*$）

式有

"!（ "）
" " "!!$

!"$·# ("! ’!!&

!"&·# ("!

# "
" "!!$

"$·# ("! ’!!&

"&·# ("( )!
%!!$

"$· !# ("! ’!!&

"&· !# ("( )!
"

"
" "!!$

%&
$

&#$
’ $

&#$&&( )( "[ !

’!!&

%&
&

&#$
’ $

&#$&&( )( " ]!
’!!$

%&
$

&#$
’ $

&#$
’&&[ ]( "!

’!!&

%&
&

&#$
’ $

&#$
’&&[ ]( "!

"$
"
" "!!$

%&
$

&#$
"! ’!!&

%&
&

&#&
"( )!

’$!!$

%&
$

&#$
"! ’!!&

%&
&

&#&
"( )!

’ ($
"
" "!!&&

( "! ’!! ’&&
( "( )!

#$
"!（ "）
" " ’$!（ "）

’ ($
"
" "!!&&

( "! ’!! ’&&
( "( )! ) （*&）

经过整理，得到

（$ %$）
"!（ "）
" "

"$!（ "）’ ($
"
" "!!&&

( "! ’!! ’&&
( "( )! ，（*0）

其中$ #
,-.｛#/，#&｝

#$
1 $，($ 是与场点和时间无关

的正常数 )在（*0）式两端同乘 2% $ "
$ %$，可得

"［2%$
"

$%$!（ "）］
"" "($2

%$"
$%$!!

!（&&
(）

!" "! ’!! !
&)

!( )"

&

"[ ]!

"(&!!
!（&&

(）

!" "! ’!! !
&)

!( )"

&

"[ ]! ，

（*!）

(& 也是与场点和时间无关的正常数 )在（*!）式两边

对时间 " 从 3 到 " 积分，得

!（ "）"2$
"

$%$ !（3）’ (&!!&&
( "[ !

’ (&!
"

3!! ’&&
( "!" ]" ) （**）

当 3" ""* 时，有

!（ "）" ( !（3）’!!&&
( "! ’!

*

3!! ’&&
( "!"[ ]" ，

（*4）

( 是仅与 * 有关的正常数 )（*4）式是定解问题（$）—

（$3）的能量估计式 )

* ) 函数 $ 的存在性

在导出能量估计式的过程中，我们假定了一个

在内边界面%上具有连续一阶偏导数的新函数 $，

该函数的存在性对本文的推导过程有重要作用 )
下面用数学方法来构造这样一个函数，以证明

函数 $ 的存在性 )
函数 $ 可以看成函数 %$ 从区域!$ 到整个空

间!的拓展，拓展的条件是满足（!4）和（!5）式，即

67,
+#,

"

8 %$（+，"）# 67,
$#,

"

8 &（$，"）#

"

8 &（,，"），

67,
+#,

%$（+，"）# 67,
$#,

&（$，"）# &（,，"），

矢量函数 %$ 和 & 都可以分解成三个标量函数

%$ $［ -$ -& -0］9，& $［ .$ .& .0］9 )
设三维空间的三个坐标分量为 /$，/&，/0，如果 %$

和 & 满足

67,
+#,

-0（+，"）# 67,
$#,

.0（$，"）， （*5）

67,
+#,

!-0
!/1

（+，"）# 67,
$#,

!.0
!/1

（$，"）， （*:）

0 # $，&，0， 1 # $，&，0，

则（!4）和（!5）式能够保证 )因此，只要将 %$ 的每个

分量函数从区域!$ 拓展到整个空间!，并保证拓

展后的函数在内边界%上有连续的一阶偏导数即

可 )三个分量函数的拓展方法一致，所以我们选择其

中的任意一个，将它记为 - 进行讨论 ) 由于对函数

%$ 的拓展与时间变量 " 无直接关系，我们暂时将 "
作为一个参数处理 )（&）与（*:）式都要求 - 关于场点

有一阶偏导数，因此我们设 -$&$（!$ ），该空间表
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示函数 ! 以及 ! 的一阶偏导数都是!! 上的平方可

积函数 "
下面利用偏微分方程理论中局部化与展平的技

巧［#］对 ! 进行拓展 "
设!! 的边界"为 "$ 光滑，在每一点 #%!"

附近，可以找到一个邻域 $#%
，在 $#%

中，边界"可

以用方程 %（#）& % 来表示，并且在!! 中邻近 #% 的

点 #，满足 %（ #）’ %" 在 $#%
中进行 "$ 可逆坐标变

换 # "& ( # & ’（&），其中 &) & %（#）"变换后，!! 在

#% 附近的部分将微分同胚于上半空间｛& ( &!!)，

&) ’ %｝中的一个开集，而"在 #% 附近将被一个微分

同胚变为 &) & % 的一部分 " 由于"是有界的，因此

可选出 有 限 个 邻 域 $!，$*，⋯，$( 覆 盖"，由 于

!! #
)

* & !
$*（记号“区域 ! + 区域 *”表示区域 ! 中除去

区域 * 以外的部分）是!! 中的紧集，因此又可以用

一个有限的开集 $% 来覆盖它 "这样，就找到一族有

限开集｛$* ｝
(
* & % 来覆盖$!!，并且可找到一组相应的

微分同胚#* ( $*"+* ，+* 是 !) 中的开集 "根据单位

分解定理［!%］，可以找到一组从属于开集组｛$* ｝
(
* & % 的

单位分解：

%
(

* & %
$*（#）& !，# !$!!，

其中$*’%，$*!"$
%（$* ），* & %，!，*，⋯，( "由于

! & !%
(

* & %
$* & %

(

* & %
$*!，

令!! * &!!( $* ，"* &"( $* ，+* , &｛& ( &! +* ，

&) ’ %｝，则$*!! ,!（!! * ），* & %，!，*，⋯，(，+* , 是

!! * 的像 "微分同胚#* 作用于 $* 中的点 #，可得到同

胚空间 +* 中的点 &，即 & &#*（ #）；#* 的逆#- !
* 作用

于空间 +* 中的点 &，可得到同胚空间 $* 中的点 #，

即 # &#- !
* （ &）"$*! 是 定 义 在!! * 上 的 函 数，用

（#- !
* ）)作用到$*! 上，可得到定义在 +* , 上的函数

（#- !
* ）)$*!，符号（#- !

* ）)表示#- !
* 的“拉回”，它满足

（#-!
* ）)$*!（&）&$*!（#-!

*（&））&$*!（#）"
由于局部化后的函数$* ，$*! 在 $* 中具有紧支集，因

此在边界!!! * +"* 附近为 %，经过变换后的函数

（#- !
* ）)$*! 在!+* , .｛&) & %｝的附近也为 %，从而可以

对（#- !
* ）)$*! 在 !)

, 作零拓展，!)
, &｛&!!)，&) ’

%｝"记拓展后的函数为（#- !
* ）)$*! & -* "由于 ,!（!!）

在微分同胚下不变［#］，可知 !!,!（!!）当且仅当 -*

!,!（!)
, ），* & %，!，*，⋯，( "因此，在考虑 ,!（!!）的

拓展时，可以只考虑 ,!（!)
, ）的拓展，即我们只要能

够在 ,!（!)
, ）空间中把 -* 拓展到整个空间，! 就能

相应的拓展到整个空间 "

图 * 坐标变换示意图

由于 "$
%（$!)

, ）在 ,!（!)
, ）中稠密［#］，我们可先

对 "$
%（$!)

, ）中的函数 %（&）定义拓展算子 .：

.%（&）&
%（&!，&*，&)） &) ’ %，

)%（&!，&*，- &)）- *%（&!，&*，- *&)） &) / %{ ，

（0#）

（0#）式中的 .%（&）在平面 &) & % 上具有连续的一阶

偏导 数，即 .%（ &）! "$
%（!) ）" 根 据 "$

%（$!)
, ）在

,!（!)
, ）中的稠密性，即可将 . 定义到-*!,!（!)

, ），

并且有

.-*（&!，&*，%, ）& .-*（&!，&*，%- ）， （1%）

!
!&/

.-*（&!，&*，%, ）& !!&/
.-*（&!，&*，%- ），（1!）

* & !，*，)，/ & !，*，) "
由（1%）和（1!）式可以看出，.-* 在 &) & % 上具有连续

的一阶偏导数，而 .-* 在#* 上的“拉回”#)* .-*（满足

#)* .-*（#）& .-*（#*（#））& .-*（ &））在边界"上有连

续的一阶偏导数，满足（02）—（03）的假定 " 因此，

（40）—（42）假定的函数 ! 存在 "

1 "定解问题解的唯一性和稳定性

根据定解问题的能量估计式（01），我们可以证

明定解问题解的唯一性和稳定性 "首先，给出解的唯

一性定理 "
定理 " 线性瞬态涡流电磁场定解问题（!）—

（!%）的解如果存在，则它一定是唯一的 "
证 采用反证法 "
如果定解问题（!）—（!%）存在两组不同的解，它

们的差也满足（!）—（!%）式，但式中 " 5，#*% 和 $*% 均
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为 !，! ! "，# $因此

"（%）!!!"

"
#"" ##

"% &! ’!!#

"
#"# ##

#% &! ! %，

并且由（"(）式可知此时 ! ) ! !，所以由（(*）式可

得出

"（$）!!!"

"
#""##

"&! ’!!#

"
#"###

#&!" "（%）! %$

能量积分 "（ $）不可能为负，所以只能有 "（ $）! %，

因此

!" ! !，!" # !，

这说明两组解是相同的 $证毕 $
定理 " 线性瞬态涡流电磁场定解问题（"）—

（"%）的解在下述意义下关于初始条件 "!%，!!% 与外

源电流密度 # ) 是稳定的：对任何给定的#+ %，一定

可以找到仅依赖于#和 % 的$+ %，只要

#!（"）
"% , !（#）

"% #&#（!"）"$，

#!（"）
#% , !（#）

#% #&#（!#）"$，

##（"）
) , #（#）

) #&#（!）"$，

# $#（"）
) , $#（#）

) #&#（!，’）"$，

其中 ’ !（%，%），那么以 !（"）
"% ，!（"）

#% 为初值，以 #（"）
)

为外源电流密度的解 !（"）
" 和 !（"）

# 与以 !（#）
"% ，!（#）

#% 为

初值，以 #（#）
) 为外源电流密度的解 !（#）

" 和 !（#）
# 在 ’

上满足

#!（"）
" , !（#）

" #&#（!"）"#，

#!（"）
# , !（#）

# #&#（!#）"#$

证 记 !-" ! !（"）
" , !（#）

" ，!-# ! !（"）
# , !（#）

# ，可

列出 !-" ，!-# 满足的定解问题 $ 根据（"(）式可知存

在$+ %，使得# #（"）
) , #（#）

) #&#（!）"$时，#!（"）
) ,

!（#）
) #&#（!）"$，并且# $#（"）

) , $#（#）
) #&#（!，’）"$时，

# $!（"）
) , $!（#）

) #&#（!，’）"$$再利用能量估计式（(*），

可得结论 $证毕 $

. $ 解析应用例

本部分内容研究单匝圆环线圈与球形导体共轴

的涡流问题，它的结果可用于石墨球、钢珠的涡流无

损检测和计算 $
均匀球形导体位于无限大真空中，见图 /，球导

体的电导率为%，磁导率为"%，半径为&$球形导体

外侧有同轴的圆环线圈，它的半径为’- $ 选取球坐

标系 (0 )()，坐标原点 ( 位于球心处，* 轴与线圈的

对称轴重合 $线圈中通过图 1 所示的单脉冲电流，其

参考方向与 * 轴的正向成右手螺旋关系，忽略位移

电流 $根据场域的轴对称性质，磁场 ! 与坐标周向

分量)无关，且 ! ! #)%) ’ #(%( $我们把场域分成两

个场区：

" 区（涡流区）：%" ) 2 +，# 区（非涡流区）：) + + $

图 / 球形导体外侧的通电圆环线圈

图 1 激励电流的波形

设磁场的初值为零，利用定解问题（"）—（"%）

可写出图 / 对应的定解问题为

!

#!" ,%"%
$!" ! !

!

·!" ! %，
%" ) 2 +，

（*#）

（*/）

!

3 !# ! # )*

·!# ! %，
) + +，

（*1）

（*(）

#" ) ! ## ) ，

#"( ! ##(，
) ! +，

（**）

（*.）

456
)$7

)!# ! !， （*8）

!! $ ! % ! !， ! ! "，#， （*9）

式中 # ) ! !（ $）"（ ) , )-）"（( ,(-）%)，!（ $）!

,%［-（ $）, -（ $ , $% ）］，)- ! ’-
# ’ *-% # ，(- !

:;<=:>’-*- $
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通过以下步骤可得到以上定解问题的解析解 !
第一步，利用初始条件（"#）式，分别在（"$）—

（%$）式两端以时间 ! 为积分变量取拉普拉斯变换，

把初边值问题转化成复数域上的边值问题 !
第二步，由（"&）和（"’）式可引入矢量磁位 !，使

得 " (

!

) ! *!+ ! ! 只由周向分量组成，! ( ""#"，

且 "" 与坐标分量"无关 !将约束方程（"$）—（"’）转

化为由矢量磁位 ! 表示的方程 !
第三步，根据叠加原理，!$ 可认为是由无限大

真空中仅由圆环线圈产生的入射场 ! ,-
$ 和仅由球形

导体中的涡流在导体外侧产生的散射场 ! ./
$ 之和 !

可求出 ! ,-
$ 的表达式为

! ,-
$ ( " ,-

$"#" (

0
$!+ #（ $）!

1

% ( 0
#%

&
&( )2

%

30
%（/4.$）#"，

’ 5 & 5 &2 ，

0
$!+ #（ $）!

1

% ( 0
#%

&2( )&
%60

30
%（/4.$）#"，

& 7 &2













 ，

（%+）

其中 #（ $）(
#+
$（0 8 98 !+ $ ），#% (

.,-$2 30
%（/4.$2）

%（% 6 0）
!

第四步，根据无限远条件可分别写出各场区中

! 的通解表达式［00］，如下：

!0 ( "$"#" ( !
1

% ( 0
(% :%（)0 &）30

%（/4.$）#"，

! ./
$ ( "./

$"#" ( !
1

% ( 0

*%

&%60 3
0
%（/4.$）#"，

式中 )$
0 ( 8 $!+%，:%（ )0 &）是第一类球贝塞尔函数，

30
%（/4.$）是 % 次一阶连带勒让德函数，(% 和 *% 是

待定系数 !再由 " ( 0
!+

!

) !，可写出各场区中 "

的通解表达式，其中 "$ (
0
!+

（

!

) ! ,-
$ 6

!

) !./
$ ）!

第五步，将 " 的通解表达式代入边界条件（""）

和（"%）中，确定系数 (% 和 *% 分别为

(% ( 0
$!+ #（ $）（$% 6 0）#%&% ，

*% ( 0
$!+ #（ $）#%&%’% ，

其中

&% ( 0
)0 ’ :%80（)0 ’）

’
&( )2

%
，

’% ( ’%60［（$% 6 0）:%（)0 ’）8 )0 ’ :%80（)0 ’）］!
根据求出的系数，可写出磁场强度的表达式

+0 &（ $）( #（ $）
$ !

1

% ( 0
（$% 6 0）#%&%

:%（)0 &）
& $ /4.$

.,-$
30

%（/4.$）8 3$
%（/4.$[ ]）， （%0）

+0$（ $）( 8 #（ $）
$ !

1

% ( 0
（$% 6 0）#%&% )0 :%80（)0 &）8

% :%（)0 &）[ ]& 30
%（/4.$）， （%$）

+$ &（ $）( #（ $）
$ !

1

% ( 0
#%
&%’%

&%6$ 6 &%80

&2( )% $ /4.$
.,-$

30
%（/4.$）8 3$

%（/4.$[ ]），’ 5 & 5 &2 ， （%&）

+$$（ $）( #（ $）
$ !

1

% ( 0
#%

%&%’%

&%6$ 8（% 6 0）
&%80

&2[ ]% 30
%（/4.$），’ 5 & 5 &2 ， （%;）

+$ &（ $）( #（ $）
$ !

1

% ( 0
#%
&%’%

&%6$ 6 &2 %60

&%6( )$ $ /4.$
.,-$

30
%（/4.$）8 3$

%（/4.$[ ]），& 7 &2 ， （%’）

+$$（ $）( #（ $）
$ !

1

% ( 0
%#%
&%’%

&%6$ 6 &2 %60

&%6[ ]$ 30
%（/4.$），& 7 &2 ! （%"）

第六步，对复数域中的 "0，"$ 取拉普拉斯反

变换［0$］，可求得时域中的磁场强度表达式 !（%0）—

（%"）式都可以写成 +（ $）( #（ $）,（ $）的形式，-（ !）
( . 8 0［ #（ $）］，令 /（ !）( . 8 0［,（ $）］，可知 0（ !）(
. 8 0［+（ $）］( -（ !）" /（ !），符号“"”表示卷积，可利

用文献［0&］中给出的方法计算 !

可以验证，求出的解析解满足定解问题（"$）—

（"#），所以定解问题的解是存在的；求解过程中，待

定参数的取值都是唯一确定的，即定解问题的解是

唯一的；从（%0）—（%"）式中可看出，当场源的脉冲宽

度 !+ 和幅值 #+ 发生微小变化，场量也相应地变化

很小，即定解问题的解是稳定的 !
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!" 结 论

场区中忽略位移电流，在涡流区和非涡流区的

光滑交界面上用磁感应强度的法向分量边界条件代

替电场强度的切向分量边界条件，可在组成线性瞬

态涡流电磁场定解问题 #这样的定解问题有唯一解，

并且解关于初始条件和外源项是稳定的 #本文结果

对于分析和求解线性瞬态涡流电磁场定解问题有一

定指导作用 #
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