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用修正的影射法解非线性薛定谔方程，得到了一些新的 ()*+,- 椭圆函数展开解 .
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$ < 引 言

许多物理问题经常需要用非线性偏微分方程

（=>?2:）来描述 . 研究非线性偏微分方程的精确解

是数学物理的一个重要课题 .近年来，一些新的方法

不断被提出来，例如，逆散射法［$］，@-A+B) 变换法［%］，

B);C 函数展开法［&］，齐次平衡法［/］，分离变量法［"］，

:-;3*+:-;D 函 数 展 开 法［’］，()*+,- 椭 圆 函 数 展 开 法

等［8，E］.
()*+,- 椭圆函数展开法是一种很有用的方法，

刘式达等［8—1］构造了包括 0FG 方程，40FG 方程，非

线性薛定谔方程等许多非线性方程椭圆函数周期

解；H); 等［$#］推广了刘式达等的方程；ICJ 等［$$］的方

法的关键在于将展开项的指数 ! 从 K " 到 "；>D;6［$%］

用修正的影射法得到了（% L $）3维破裂孤子方程

（,AD)M-;6 :+5-B+; DNJ)B-+;）的解 .
本文应用文献［$%］的方法，求解非线性薛定谔

方程，并得到了一些 ()*+,- 椭圆函数的解 .

% < 修正影射法

关于 ()*+,- 椭圆函数及应用，已有不少文献作

过介绍，可参阅有关文献［8—1，$&］等，这里不作介

绍 .下面对修正影射法［$%］作简介 .
对于有两个变量 # 和 $ 的非线性偏微分方程

%（ &，&$ ，&# ，&$# ，⋯）O #， （$）

我们作下列行波变换：

&（#，$）O &（!），

! O ’（# K ($）， （%）

这里 ’，( 是待定的波参数 .
将方程（%）代入方程（$）得到非线性常微分方程

)（ &，F& PF!，F% & PF!
%，⋯）O #， （&）

然后将 &（!）扩展为 *（!）的多项式

&（!）O !
+

, O #
-, * , L!

+

, O $
., * K , ， （/）

其中 -, 和 ., 是待定常数，+ 由 * 的非线性项和最

高阶导数项平衡而得 .

* PP O /* L 0* &，（ * P ）% O 1 L /* % L $
% 0* /，（"）

这里“P ”是 FPF!，1，/，0 是常数，它们的取值确定函

数 * 的具体形式，例如，1 O $，/ O K %，0 O %，* O
B);C（!）；1 O $，/ O K（$ L 2%），0 O %2%，* O :;（!），

2（# Q 2 Q $）是 ()*+,- 椭 圆 函 数 的 模 数，下 同 . 将

（/），（"）两式代入（&）式，则系数 -, ., ’ ( / 0 和 1 可

以通过它们之间的代数关系确定 .

& < 例子：非线性薛定谔（=RS）方程

由文献［1，$$］知，非线性薛定谔方程为

-!3
!$ L"!

% 3
!#% L# 3 % 3 O #， （’）

令 3 O &（!）D-（ ’#K$$），! O ’$（# K (4$），代入（’）

式，可得

"’%
$
F% &
F!

% L -’$（%5’ K (4）
F&
F!

L（$ K"’%）& L#&
& O # .

让 %"’ O (4 ，$ K"’% O K .（. T #），"’%
$ O -，

# O 6 . 有
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! !" "
!!

" # #" $ $"% & ’ ( （)）

因为

%（ "）& &，

% !" "
!!

( )" & & $ "，

%（ "%）& %& (
选择 & 使得非线性波动方程（)）中的非线性项和最

高阶导数项平衡得到

& & *( （+）

所以（)）式的解可以表示为

" & !’ $ !* ’ $ #* , ’ ( （-）

将（-），（.）式代入（)）式，然后，合并 ’(（ ( & # %，

# "，# *，’，*，"，%）的同类项，能够得到关于 !’，!*，

#*，!，#，$，)，* 和 + 的代数方程

# !’ # $ !%
’ $ $ /!’ !* #* $ & ’，

#%
* $ $ "!#* + & ’，

%!’ #"
* $ & ’，

#（##*）$ %!"
’ #* $ $ %!* #"

* $ $ !#* ) & ’，

#（!* #）$ %!"
’ !* $ $ %!"

* #* $ $ !!* ) & ’，

%!’ !"
* $ & ’，

!%
* $ $ !!* * & ’( （*’）

解方程组（*’），可以得到下面这些解：

情形 !

!’ & ’，!* & 0 #! !*$ ,$，#* & ’，

条件 !
# & !) 1 ’，$ " ’，!*$ 2 ’； （**3）

情形 "

!’ & ’，!* & ’，#* & 0 # "! !$+ ,$，

条件 "
# & !) 1 ’，$ " ’，!$+ 2 ’； （**4）

情形 #

!’ & ’，!* & 0!"（!) # #）,（/ #! !$+），

#* &# # "! !$+ ,$，

条件 #
#" # "!#) & !"（*+*+ # )"），

# 1 ’，$ " ’，!$+ 2 ’； （**5）
情形 $

!’ & ’，!* & 0 !) ,（% # "! !$+），

#* & 0 # "! !$+ ,$，

条件 $
* & )" ,（*+ +），! " ’，# & "!) 1 ’，

$ " ’，+ " ’，!$+ 2 ’( （**!）

将（**）式代入（-）式，就能得到非线性薛定谔方程

的解 (
由文献［*6］可知，确定合适的参数 +，)，* 能够

得到 "（!）的孤立子解，周期解等 (其中，735849 椭圆

函数展开解有，当：) & #（* $ ," ），* & ","，+ & *(
’ & :;（!）；) & "," # *，* & # ","，+ & * # ,"，’ &
5;（!）；) & " # ,"，* & # "，+ & ," # *，’ & !;（!）；

+ & ," ,6，) &（," # "）,"，* & ," ,"，’ & , :;（!）,（*
$ !;（!））等，函数 ’ 的更多取法可参阅文献［*6］(综
合考虑到（**）式有 6 种情况，并参考符号的变化，"

（!）的 735849 椭圆函数展开解可以有上百种 (能找到

这样多的 735849 椭圆函数展开解，这是修正影射法的

优点 (
下面具体计算一些 735849 椭圆函数展开解 (

# %!& !（!）的 ’()*+, 椭圆函数 " -.（!）/（! 0 1.（!））

展开解

考虑情形 *，取 !* & #! !*$ ,$，+ & ," ,6，) &
（," # "）,"，* & ," ,"，’ & , :;（!）,（* $ !;（!））；! &
# "!，$ & "!，, & ’<.，代入（-）式，则

"（!）&!*,"," :;（!）,（* $ !;（!））

&!*,%":;（!）,（* $ !;（!））， （*"）

这是 "（!）的 735849 椭圆函数 , :;（!）,（* $ !;（!））

展开解 (
又 - & "（!）=9（ ./#"0），! & .*（/ # 120），

则 - & "（!）=9（ ./#"0）

&!*,%":;（!）,（* $ !;（!））=9（ ./#"0），

取 - 的实部作图，即

- & "（!）58:（./ #"0）

&!*,%":;（!）,（* $ !;（!））58:（./ #"0）(
（*%）

为了表现 58:（./ #"0）的调制作用，我们分别作

了 "（!）和 - & "（!）58:（./ #"0）的图像 (取 .* & . &
*，12 & 6!，" & # "<".!，# *’’$ /$*’’，’$ 0$.’，

由（*"），（*%）式可以得到下列图像 (
从图 *—图 % 可以看出 "（!）被调制的情况，特

别是图 % 清楚地显示出 "（!）和 - & "（!）58:（ ./ #

"0）的周期包络线 (图像显示出 "（!） !& *,%":;（!）,
（* $ !;（!））是包络周期解 (
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图 ! （"）! # $，"（!）的图像；（%）! # $，# # "（!）&’(（ $% )"!）的图像；作图计算步长!% # !

图 * （"）% # $，"（!）的图像；（%）% # $，# # "（!）&’(（ $% )"!）的图像；作图计算步长!! # $+*,

图 - （"）" !# !.-*(/（!）.（! 0 1/（!））的图像；（%）# !# !.-*(/（!）.（! 0 1/（!））&’(（ $% )"!）的图像；!% # -+*2，!! # $+3!

!"#" !（!）的 $%&’() 椭圆函数 &*（!）展开解

考虑情形 !，取 &! # )! &’( .(，) # *** ) !，

’ # ) ***，+ # ! ) **，, # &/（!）；& # ) *"，( #
*"，* # $+,，其余参数同 -+!，代入（4）式，则可得

-（!）的 5"&’%6 椭圆函数 &/（!）展开解

"（!）# !!.*&/（!）， （!2）

# # !!.*&/（!）&’(（$% )"!）7 （!,）

由（!2），（!,）式作图 2 7

图 2 的图像同样显示出 "（!）# !!.*&/（!）是

包络周期解 7图 2与图 -相比较，图像显示出 "（!）#
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!!"#$%&（!）"（! ’ (&（!））与 !（!）) !!"$*&（!）是

同一类型的包络周期解，但位相和振幅不同 +

图 , （-）! !) !"$*&（!）的图像；（.）" !) !"$*&（!）*/%（ #$ 0"%）

的图像

!"!" !（!）的 #$%&’( 椭圆函数 )*（!）展开解

考虑情形 !，取 &! ) 0! &’( "(，) ) $ 0 *$，’

) 0 $，+ ) *$ 0 !，, ) (&（!）；& ) $!，( ) $!，*
) 123，# ) !，" ) 12$3!，其余参数同#2!，代入（4）

式，则可得 !（!）的 5-*/.6 椭圆函数 (&（!）展开解：

! ) !$(&（!）) !$(&（!）， （!7）

" ) !$(&（!）*/%（#$ 0"%）+ （!8）

由（!7），（!8）式作图 3

图 3 的图像显示出 !（!）)!$(&（!）是周期解，

"（!）的图像显示出 !（!）被 */%（#$ 0"%）调制后的

周期包络线 +

!"+" !（!） 的 #$%&’( 椭 圆 函 数（, - )*（!））.
（" /*（!））展开解

考虑情形 $，取 -! ) 0 $! &(+）" (，+ ) *$ ",，)
)（ *$ 0 $）"$，’ ) *$ "$，, )（ * %&（!））"（! ’
(&（!））；& ) 0 $!，( ) $!，* ) 123，其余参数同#2!，

图 3 （-）! )!$(&（!）的图像；（.）" )!$(&（!）*/%（ #$ 0"%）的

图像

代入（4）式，则可得 !（!）的 5-*/.6 椭圆函数（! ’
(&（!））"（* %&（!））展开解：

!（!）) *$! "$（! ’ (&（!））"（* %&（!））

)!!"$（! ’ (&（!））"（%&（!））， （!9）

" )!!"$（! ’ (&（!））"%&（!）*/%（#$ 0"%）+
（!4）

由（!9），（!4）式作图 7 +

图 7 的图像显示出 ! ) !!"$（! ’ (&（!））"%&（!）

与上述图象显然不同，但仍然显示有周期性 +
非线性薛定谔方程的其余的 5-*/.6 椭圆函数展

开解，这里不一一计算，从略 +

, 2 结 论

本文应用修正影射法解非线性薛定谔方程 + 这

个方法的优点在于：可以不必给出函数 ,（!）的具体

表达式求解方程，这样便于寻找更多的解 +本文就是

利用了这一特点，选择合适的参数，得到一些 5-*/.6
椭圆函数展开解 +我们相信；这个方法还可以推广到

含有更多维和更高阶的求导项的方程 + 利用 5-*/.6
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椭圆函数展开解的图像，可以发现 !"#$%& 椭圆函数 展开解的一些性质，例如：包络周期解等 ’

图 ( （"）! ) !*+,（* - ./（!））+0/（!）的图像；（%）" ) !*+,（* - ./（!））+0/（!）#$0（ #$ 1"%）的图像
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