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研究了 )*+,-.,/模型的倍周期分岔的控制问题，设计了各种线性控制器，得到了系统在控制前和控制后的分岔
图，改变了动力系统的分岔特性 0根据实际的应用目的可以设计不同的控制器 ，使倍周期分岔延迟或提前出现，甚
至消失 0适当选择控制器增益可以使分岔控制的效果更好 0
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!国家自然科学基金（批准号："#!(%#%1）资助的课题 0

" 2 引 言

随着非线性科学的发展，分岔控制与混沌控制

越来越得到学者们的重视 0分岔控制指的是设计一
个控制器去改变非线性动力系统的各种分岔特

性［"］0典型的分岔控制包括延迟分岔的出现［%］，设
计合适的参数使之产生新的分岔［3］，改变分岔点的

参数值［"］，修改分岔链的形状和类型［!］，稳定分岔

解［&］，控制极限环的多重性、幅值［’］和频率［(］，优化

系统在分岔点附近的动力学行为［$］，缩小不稳定解

的区域［1］，通过控制分岔来控制混沌［"#］，等等 0 在工
程问题中，分岔控制的目的就是避免系统因分岔现

象产生有害的动力学行为，使系统得到监控［""］0
众多的科学工作者对混沌的控制和同步做了许

多研究工作，提出了许多控制算法和混沌同步的方

法［"%—"!］，许多学者对参数激励下或强迫激励下的非

线性动力系统的分岔特性作了许多研究［"&—"1］0相对
混沌控制［%#—%3］和各种激励下动力系统的分岔特性

研究，分岔控制方面的研究相对较少一些 0罗晓曙，
陈关荣等用参数调节和状态反馈的控制方法实现了

倍周期分岔的控制［%!］；吕翎等用动力学状态反馈方

法实现了对声光双稳系统的分岔控制［%&］等 0 4567等
人发表了一个很好的综述报告［"］，该文献分析了

)*+,-.,/模型的分岔特性，并提出了关于 )*+,-.,/模型
分岔控制的三个问题："）倍周期分岔过程的有限混
沌行为能否得到抑制？%）能否延迟第一次分岔，或

使接下来发生的分岔的稳定性或形式发生改变？

3）系统进入混沌的渐进行为（如果混沌是有益的）是
否是由于参数 ! 不在混沌区域而没有得到控制？
本文针对 4567等人提出的问题，设计了线性控制器
对 )*+,-.,/模型进行了分岔控制 0

% 0控制器的选择

考虑 )*+,-.,/模型如下：
"#8 $ 9 %（"#，!）:9 !"#（" ; "#）， （"）

其中 ! 是大于零的实数，""［#，"］0 "# 是第 # 年的
虫口数，"# 8 "是第 # 8 " 年的虫口数，这个模型刻画
了第一年，第二年，⋯⋯，第 & 年虫口的变化规律，
是一个典型的离散动力系统，同时也是一个典型的

由倍周期分岔进入混沌的例子 0虫口模型是非线性
方程中出现的一个能成功进行数学研究的动力系统

实例，它虽然简单却能体现出所有非线性现象的本

质 0解方程 " 9 %（"，!）得两个平衡点

"! 9 #，"! 9 ! ; "
! ，

由于不动点线性部分的雅可比行列式 ’ 9!% <!" 9 !
; %!"，可知系统的稳定性取决于参数 ! 0
当 # = ! = "，由 %（"）9 !"（" ; "）决定的离散动

力系统的动力学形态比较简单，不管取什么初值

"#，当 ##>，只有 "! 9 #是稳定的；
当 " = ! = 3 ，不管取什么初值 "#，在 ##>，"!

9 ! ; "
! 是稳定的；
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当 ! " ! !" # $ %（!&’’(），在 "")，## $，#* +

# $ ! , !* - *!! - !
*! ，系统（#）存在两个平衡点；

当 ! .’’( " ! " !./’’，在 "")，系统（#）存在四
个平衡点；

当 ! ./’’ " ! " !./%’，在 "")，系统（#）存在八
个平衡点 .
随着 ! 值的增加，出现稳定的 #，*，’，0，#%，⋯，

*% 周期点，但周期轨道稳定时对应的 ! 值的取值范
围越来越少，直到混沌 .
研究（#）式表示的系统，控制器可以设计成线性

的或非线性的 . 非线性控制器有平方非线性，立方
非线性等等 .在分析各种控制器后，本文分别将控制
器设计为线性控制器 & + "# $ "* # .那么加入控制器
后的动力系统变为

’（#）+ !#（# - #）$ "# $ "* #， （*）
对于原系统（#）式，不动点处的 123456矩阵为

( + !
’（#"，!）
!#" #" + ##

，

不动点 ##稳定的条件为 ( 的所有特征值 )* " #
（ * + #，*，⋯，%）.从而可得出不动点 ##稳定时参数
! 的取值范围 .受控系统（*）式在不动点的 123456矩
阵为

(# + !
’（#"，!）
!#"

$ "*
#" + ##

.

由于 (#中引入了控制参数 "*，故通过选择恰当的 !
值可以使 (#的所有特征值 )* " #（ *，+ #，*，⋯，

%），从而使不动点 ##在更大的参数范围内保持稳
定性，延迟分岔的出现 .尽管 "# 未出现在 123456 矩
阵中，但是由于受控系统和原系统不具有相同的 #
周期轨道，通过调节参数 "# 同样可以控制系统的

分岔 .
当 "* + 7时，通过数值计算可以近似地给出参

数 "# 的取值范围：#）- 7&##/ " "* " 7时，系统（#）的
所有分岔都得到延迟，但是在区间 !$［7，!&(］仍然
存在混沌行为；*）- 7&#*! " "*% - 7&##/ 时，系统
（#）的分岔得到延迟，在区间 !$［7，!&(］内发生三
次周期倍分；!）- 7&#*/ " "*%7&#*!时，系统（#）的
分岔得到延迟，在区间 !$［7，!&(］内发生两次周期
倍分 .当 "# + 7时，通过数值计算也可以近似地给出
参数 "* 的取值范围：#）- 7&!! " "* " 7时，系统（#）
的分岔得到延迟，但是在区间 !$［7，!&(］仍然存在

混沌行为；*）- 7&!/ " "*%7&!!时，系统（#）的分岔
得到延迟，在区间 !$［7，!&(］内发生三次周期倍
分；!）- 7&’’ " "*%7&!/时，系统（#）的分岔得到延
迟，在区间 !$［7，!&(］内发生两次周期倍分；
’）- 7&( " "*%7&’’时，系统（#）的分岔得到延迟，在
区间 !$［7，!&(］内发生一次周期倍分 .

! .数值模拟

当 "# + 7，"* + 7时，系统（*）退化为原系统（#）.
从图 #—#7可以清楚的看出所设计的控制器都

图 # 系统（#）的分岔图

图 * "# + - 7.#，"* + 7

图 ! "# + - 7 .#*/，"* + 7
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图 ! !" # $，!% # & $’(

图 ) !" # & $ ’"，!% # & $’%

图 * !" # $，!% # & $’!

图 ( !" # + $’"，!% # & $’(%

图 , !" # + $’$,，!% # & $’%

图 - !" # + $’$)，!% # & "’"

图 "$ !" # $，!% # & $’-

改变了系统的分岔特性 ’其中当 !" # & $."，!% # $
时，使系统（%）的第一次周期倍分延迟，在 "!［$，
/.-］区间内，受控系统的混沌特性依然存在 ’当 !"

# & $."%)，!% # $时，在 "!［$，/.-］区间内，受控系

统只发生两次周期倍分且都得到延迟，同时，系统的

混沌特性消失 ’当 !" # $，!% # & $.( 时，使系统（%）

的混沌特性消失 ’在 "!［$，/.-］区间内只发生一次
周期倍分 ’当 !" # & $."，!% # & $.%时，在区间 "!
［$，/.-］上只发生了一次周期倍分，也使受控系统的
混沌特性消失 ’当 !" # $，!% # & $.!时，同样使得系
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统（!）的混沌特性消失，并在 !!［"，!#$］区间出现
两次周期倍分 %当 "& ’ ( "#&，") ’ * "#+)时在区间

!!［"，!#$］上发生了两次周期倍分，当 "& ’ ( "#",，

") ’ * "#)时在区间 !!［"，!#$］上只发生了一次周
期倍分 %当 "& ’ "，") ’ * "#$以及 "& ’ ( "#"-，") ’
* &#&时，受控系统的混沌和分岔特性都消失了，只
有少数的几个点出现在第二周期轨道上 %从图中可
知通过选用不同的控制器可以控制系统在区间内只

发生一次分岔，两次分岔，三次分岔，混沌，甚至不发

生分岔 %
经过数值计算发现："& 只能在一个狭窄区域取

值才能使系统的分岔行为存在，在控制器中充当粗

调的角色，也就是说通过调整 "& 可以较大幅度地延
迟分岔的产生 %同时发现 ") 在控制器中充当微调的
角色，也就是说只能较大幅度地调整 ") 才能改变系
统的分岔特性 %
当 "& ’ * "#&，") ’ " 时，系统（)）在 ! ’ !#!"&

出现第一次周期倍分，较未受控系统第一次周期倍

分延迟了 "#!"&；在 ! ’ !#+!-出现第二次周期倍分，
较未受控系统第二次周期倍分延迟了 "#),.；在 ! ’
!#,),出现第三次周期倍分，较未受控系统第三次
周期倍分延迟了 "#),/ %
当 "& ’ * "#&)-，") ’ "时，系统（)）在 ! ’ !#!+,

出现第一次周期倍分，较未受控系统第一次周期倍

分延迟了 "#!+&；在 ! ’ !#,"$出现第二次周期倍分，
较未受控系统第一次周期倍分延迟了 "#!. %
当 "& ’ "，") ’ * "#+ 时，系统（)）在 # ’ !#.$!

出现第一次周期倍分，较未受控系统第一次周期倍

分延迟了 "#.$! %
当 "& ’ "，") ’ * "#/时，系统（)）在 # ’ !#!$-出

现第一次周期倍分，较未受控系统第一次周期倍分延

迟了 "#!$-，在 # ’ !%,/$出现第二次周期倍分，较未
受控系统的第二次周期倍分延迟了大约 "#/%
当 "& ’ ( "#&，") ’ * "#+) 时，系统（)）在 # ’

!#!/出现第一次周期倍分，较未受控系统第一次周
期倍分延迟了 "#!/，在 # ’ !#,!出现第二次周期倍
分，较未受控系统的第二次周期倍分延迟了大约

"#!,&，其中第二次周期倍分发生到第一次周期倍分
的发生较未受控系统延迟了 "#"/& %

/ # 结 论

设计了线性控制器，有效地控制了 01234536模型
的倍周期分岔，使系统的混沌行为得到抑制；同时可

以延迟或者提前所有分岔发生的时间，改变了倍周

期的分岔特性 %通过优化控制器可以使 01234536模型
的分岔效果满足一定的要求 %
线性控制器 $ ’ "& ( ") %中，"& 只能在一个狭

窄区域取值才能使系统的分岔行为存在，在控制器

中起粗调的作用；") 在控制器中起微调的作用，也

就是说只能较大幅度地调整 ") 才能改变系统的分

岔特性 %
如果只对第一次以后的倍周期分岔进行控制，

或者只对其中某一次倍周期分岔进行控制，而不对

其他倍周期分岔进行控制，这对控制器的设计难度

比较大，以后再继续研究 %
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