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以双稳系统为研究对象，探讨了影响和产生双稳随机共振的参数选择特性 *双稳系统参数和二次采样频率参

数有着内在的物理联系，它们的改变都会引起势垒、势阱间距和粒子跃迁速率的改变，并使噪声能量相对重新分

配，进而影响随机共振效果 *根据随机共振的参数选择规律，可通过适当的参数选择来得到最佳的随机共振状态，

为后续数据处理奠定基础 *
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! > 引 言

!(,! 年 ?34@1 等人［!，#］在研究古气象冰川问题

时提出了随机共振（AB）概念，之后随机共振现象成

为很多领域广泛的研究课题［$］*随机共振在信号处

理方面的研究［)—’］，特别是利用双稳随机共振研究

弱信号的放大识别［&—!%］、传输还原［!! 6 !#］等具有其独

特的优势 *
在实际信号处理过程中，为了有效获取信息，常

常需要先得到数据的随机共振状态，然后再对共振

突出的信息进行有效的后续处理 *
产生 随 机 共 振 的 常 规 方 法 一 般 是 添 加 噪

声［!—,，!$，!)］，显然这种方法对于因噪声量不足而未达

到随机共振的“欠共振”情况是有效的，但对于超出

随机共振合适的噪声量的“过共振”情况，添加噪声

无论如何是无济于事的 *此外，根据信息论，以添加

噪声来获取有效信息的方法不是一种最佳的策略 *
对于工程实际采集的信号，由于不知道其噪声性质，

一般也不对其进行添加噪声的处理 *除了添加噪声

方法外，为实现随机共振，文献［!#］和文献［(—!%］

分别提出了参数调节法和二次采样法，两种方法利

用随机共振对信号的时域恢复和频域识别分别进行

了讨论，其共同点实际上是通过参数尺度的改变来

对信号中的噪声进行相对重新分布调节，以便达到

随机共振或类随机共振状态 *可以看出，参数调节法

和二次采样法比添加噪声方法更适合于实际应用，

是信息处理的一种有效的方法 *
虽然参数调节法和二次采样法能够应用于实际

信号的处理，但在具体应用中，二者都存在一个突出

的问题，就是很难确定参数的调整方向以尽快达到

随机共振状态 * 例如，在参数调节的随机共振过程

中，两个可调的系统参数的值会相差很大，可能会达

到三个或四个数量级之差，而且在确定系统参数时，

需要先根据信号的最高频率来得到系统的响应速

度，然后再根据系统响应速度与信噪比的关系选择

确定系统参数，这对于未知最高频率的实际信号的

处理，参数的确定有一定的困难 *在二次采样的随机

共振过程中，二次采样频率需要根据估计的噪声强

度来确定，而当噪声的估计存在较大的误差时，二次

采样频率的确定也会不准确，且调整方向不确定 *
为了能够正确地选择调节参数尽快实现随机共

振，本文将对双稳系统的两个参数和二次采样频率

参数做进一步的深入分析，掌握这些参数之间的内

在关系，从物理概念上来理解这些参数是如何对随

机共振产生影响的，从而更清楚方便地将其应用于

工程实际 *

# *参数变化对双稳随机共振的影响

为简便起见，令双稳势函数 !（ "）C 6 !D##"# E
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!"#!"# 为产生双稳随机共振的非线性系统，其中 #
和 ! 为 系 统 参 数 $ 其 输 入 信 号 为 单 频 正 弦 信 号

$%&’（(!%) &）和 白 噪 声 ’（ & ），则 对 应 的 朗 之 万

（*+’,-.&’）方程为

/" "/ & 0 #" 1 !"2 3 $%&’（(!%) &）3 ’（ &）$ （!）

为易于比较，以一组产生双稳随机共振的数据

参数为基准，然后改变各参数来考察其对随机共振

的影响 $令系统参数 # 0 ! 0 !，正弦信号幅度和频率

分别为 $ 0 )42 和 %) 0 )4)!，噪声强度 ( 0 )42!，数

值计算步长"& 0 )4( 或采样频率 % % 0 5，方程（!）采

用四阶 67’,-897::+ 法数值计算 $ 根据文献［!)］可

知，这组参数可以产生双稳随机共振，如图 ! $

图 ! 基准参数的双稳随机共振 （#）系统输入波形，（ !）系统输出波形（参数为 # 0 ! 0 !，$ 0 )$ 2，%) 0 ) $ )!，( 0 )$ 2!，%%;
0 %% 0 5）

图 ( 保持图 ! 其他参数不变，（+）增大 # 或减小 ! 或增大 %%;得到“欠共振”状态，如 # 0 !$# 或 ! 0 )$5 或 %)* 0 !($（<）减小 #

或增大 ! 或者减小 %%;得到“过共振”状态，如 # 0 )$2 或 ! 0 ($! 或 %%; 0 2 $#

当系统参数 # 增大或 ! 减小时，如 # 0 !$# 或 !
0 )$5，或者当二次采样频率 % %;（图 ! 中二次采样频

率与实际采样频率相等 % %; 0 % %）增大时，如 % %; 0 !(，

都得到图 (（+）的类似波形结果，称之为“欠共振”状

态，因为它与噪声量不足而未达到随机共振的状态

相类似 $
相反地，如果减小 # 或增大 ! 或者减小 % %;，如 #

0 )$2 或 ! 0 ($ ! 或 % %; 0 2 $ #，则都会使图 ! 的随机

共振效果弱化而得到图 (（<）的类似波形结果，称之

为“过共振”状态，因为它可以看成是噪声量过剩而

“超出”随机共振的状态 $
双稳系统参数 # 和 ! 的改变，使得图 !（<）随机

共振状态变成了图 ( 的“欠共振”或“过共振”状态，

这一点可从双稳系统势垒"+ 0 #( "#! 的变化得到

解释 $显然，增大 # 或减小 ! 相当于提高了势垒"+
的高度，势垒的增高打破了图 ! 适合于噪声量的最

优势垒，导致噪声量相对减少，于是缺少的噪声能量

无法诱导粒子越过势垒形成跃迁的随机共振，而只

能形成“欠共振”的状态 $而反过来，减小 # 或增大 !
降低了势垒的高度，降低的势垒同样打破了图 ! 适

合于噪声量的最优势垒，但它导致噪声量的相对过

剩，于是一部分适合于低势垒的噪声引起粒子的跃

迁产生随机共振，而另一部分多余的噪声则只能作

为干扰叠加在粒子的跃迁运动中形成“过共振”的

状态 $
二次采样频率 % %;变化所产生的“欠共振”或“过

共振”情况，可从双稳系统响应!" 随噪声强度 ( 变

化的随机共振曲线［2］图 2 来解释 $图 2 表明，信号频

率 %) 增大，则随机共振曲线峰向右移 $ 这意味着需

要较大的噪声量才能在较高的频率处产生随机共

振 $反之，%) 减小则需要较少的噪声量就能产生随

机共振 $当二次采样频率 % %; 增大时，信号频率 %) 对
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二次采样频率 ! !"重新归一化，其归一化的信号频率

!#"必然也增大，增大的信号频率需要较大的噪声量

来实现随机共振，而适合 !# 产生随机共振的噪声量

小于适合 !#"产生随机共振的噪声量，因此 ! !"的增大

产生“欠共振”的状态 $ 同理，对于二次采样频率 ! !"
的减小，其归一化的信号频率 !#" 也减小，需要较少

的噪声量就能在 !#"处产生随机共振，因此 !# 处较大

的噪声量在 !#"处产生“过共振”状态 $

图 % 双稳系统响应!" 随噪声强度 # 变化的随机共振现象（$ &

% & ’，& & #$%，信号频率 !# 分别取 % 个不同值 #(#’，#(’，’）

从上述分析不难看出，之所以系统参数 $ 增大

或 % 减小与二次采样频率 ! !"增大有相同的作用———

产生“欠共振”的状态，是因为这些参数的改变都使

噪声量相对减少；而减小 $ 或增大 % 与减小 ! !" 的作

用则使噪声量相对增大，导致“过共振”状态的产生 $
因此，改变系统参数与改变二次采样频率的共同点，

实际上都是通过参数尺度的变化来引起噪声量的相

对重新分布，使噪声量“不足”或“过剩”，从而影响随

机共振的效果 $

% $参数调节的双稳随机共振

根据系统参数与二次采样频率能够调节噪声分

布的这一特性，可以将其应用于实际信号处理，使噪

声中的信号产生随机共振 $
利用参数调节来对实际数据进行随机共振处理

时，由于噪声量的不确定性或不易准确估计，因此，

总是首先令双稳系统的两个参数都为 ’，二次采样

频率等于实际采样频率 $这种情况下，系统的响应结

果一般不会正好达到随机共振的状态，通常存在噪

声量不足的“欠共振”或噪声量过剩的“过共振”两种

情况 $不失一般性，仍然以方程（’）为研究对象，以图

’ 的参数为基准 $设图 ’ 的其他参数保持不变，噪声

强度 # & #(#) 产生“欠共振”状态，如图 *（+），而 #
& #(, 产生“过共振”状态，如图 *（-）$

图 * 噪声量不足 # & #(#) 的“欠共振”状态（+）和噪声量过剩 # & #(, 的“过共振”状态（-）（其他参数为 $ & % & ’，& & #$ %，

!# & # $#’，!!" & !! & )）

根据上节分析，对于图 *（+）“欠共振”状态，可

以减小 $ 或增大 % 或减小 ! !" 来达到随机共振 $分别

取合适的值 $ & #$ . 或 % & ’$ / 或 ! !" & 0 $ 0 时，均产

生类似图 ’（%）的随机共振状态，其随机共振效果明

显 $而对于图 *（-）的“过共振”状态，情况有所不同 $
增大 $ 或减小 % 或增大 ! !"，即分别取比较合适的值

$ & ’$) 或 % & #$/) 或 ! !" & ’# 时，分别产生图 )（+）、

图 )（-）和图 )（1）上半部分的随机共振波形，其随机

共振结果都不如图 ’（-）的效果好 $这里对应的下半

图是用级联双稳系统［’)］对上半图进行了相应的波

形整形，以突出各图的共振波形轮廓，方便比较 $
图 ) 随机共振效果不如图 ’ 好的原因可以这样

理解，根据图 % 双稳系统的响应曲线可知，随着噪声

的增大，一方面随机共振峰右移，另一方面随机共振

峰的幅度会很快降低，共振曲线会迅速变得扁平，这

意味着随机共振现象迅速弱化变得模糊，这是由小

参数的随机共振［’#］性质所决定的 $对于图 )，由于其

噪声 # & #(, 已偏大，因此它的随机共振效果必然

变差 $但是从图 )，特别是它的级联效果，仍然可以

得到可识别的随机共振结果 $ 而且从图 ) 的级联随
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机共振结果来看，系统参数 ! 调节的随机共振效果

要比系统参数 " 调节的效果好，而二次采样参数 # !"
的调节效果又好于系统参数 ! 的调节效果 #

图 $ 保持图 % 其他参数不变，对于“过共振”状态，取 " & ’#$ 或 ! & (#)$ 或 #!" & ’( 分别得到随机共振状态（*），（+）和（,）

% # 讨 论

以上分别单独对各个参数的变化调节进行了讨

论，实际上，如果将这些参数联合起来进行改变调

整，则也会得到同样的结果，这一点不难想象，因为

各参数之间的调节作用可以互相配合弥补 # 比如对

于图 $，如果取 " & (# % 和 ! & (# (- 以及 # !" & # ! & $
时，即参数 " 不是增大而是减小，但参数 ! 减得更

小，两参数总体上仍然提高势垒，则可以近似得到图

$（,）的随机共振效果；而如果取 " & (# . 和 ! & (# /
以及 # !" & % #. 时，即三个参数同时参与调节变化，则

会得到图 $（+）的效果 #虽然可以有多种参数的组合

形式来实现随机共振，但是从方便使用和明确的参

数变化方向上考虑，应该优先考虑单个参数的调节 #
系统参数 " 和 ! 通过双稳系统势垒!$ & "/ 0

%! 可以对随机共振产生影响，然而事实上，系统参

数 " 和 ! 在调节势垒的同时还改变着双稳系统两

个势阱之间的距离，进而也影响着随机共振的效果 #
如果仔细观察以上各图波形的振荡幅度，不难发现

各图的振荡幅度大小是不一样的，而这种不同的共

振幅度就与双稳系统两个势阱之间的距离有关 #
对应方程（’）的确定性双稳系统方程的两个稳

定的定态解为 %’ & 1 " 0! !和 %/ & " 0! !，分别对应

两个势阱，一个不稳定的定态解是 %( & (，对应势

垒 #由此得到双稳系统两个势阱之间的距离为

!% & 2 %/ 1 %’ 2 & / " 0! ! # （/）

比较势垒!$ 与势阱间的距离!% 可知，参数

"，! 分别变化所引起的势垒变化量和势阱间距离

的变化量不成线性比例关系，换言之，如果分别调节

"，! 引起相等量的势垒变化，如 " 扩大 & 倍相当于

! 缩小 &/ 倍，那么由 " 引起势阱间距离的变化量

!%’ & /!& " 0! !与由 ! 引起势阱间距离的变化量

!%/ & /& " 0! !不相等 # 当 & 3 ’ 时，势垒增高，势阱

之间的距离增大，但参数 ! 比 " 会产生更大的势阱

间距离 # 当 & 4 ’ 时，势垒降低，势阱之间的距离缩

小，但参数 ! 反而比 " 会使势阱间的距离变得更

短，如图 ) #由于系统参数 "，! 调节造成了不相等的

势阱间距，因此粒子在两势阱间的跃迁距离幅度也

就不同，反映到系统的响应波形中就是有着不同的

共振幅度差异，即产生不同的随机共振效果 # 反之，

如果分别调节 "，! 引起相等量的势阱间距变化，则

势垒的变化量就会不相同，当然其随机共振效果也

就不同 #事实上，参数 " 或0和 ! 的改变同时影响着

势垒!$ 与势间距!%，为达到一个最佳的随机共振

效果，应该对参数 " 或0和 ! 进行细致的选择和协

调平衡 #通常情况下，一般得不到相同的（等幅度和

同形状的）随机共振效果 #
参数 "，! 除了对势垒!$ 和势阱间的距离!%

产生影响外，还对克莱默斯（5"*67"!）逃逸速率产生

影响 #逃逸速率的分析将有助于进一步深入理解系

统参数 "，! 和二次采样频率 # !" 之间的关系及其对

随机共振的影响 #克莱默斯逃逸速率表达式［’)］为

’ &（/"）1’ $8（%’）2 $8（%(）! 2 79:（1!$ 0(）#
（;）
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上式势垒高度!! 和噪声强度 " 是逃逸速率 #
的最敏感因素 !对于固定的噪声量 " 而言，势垒!!
对逃逸速率 # 起着决定性作用 ! 当系统响应处于

“欠共振”状态时，根据第 " 节的分析，这种情况可看

成信号频率相对太大，可以认为系统响应跟不上信

号的变化 !如果不采用减小二次采样频率 $ #$的方法

来相对减低信号频率，使“欠共振”达到随机共振，那

么为了使系统输出能够跟上信号的快节奏变化，即

以信号频率产生跃迁的随机共振，就必须让粒子在

两势阱间的跃迁时间缩短，即提高跃迁频率 !跃迁频

率的提高就意味着逃逸速率 # 的增大 ! 由（%）式可

知，# 增大必须降低势垒!! 的高度，而!! 的减小

也就是减小 % 或增大 & ! 同理，对于“过共振”状态，

过剩的噪声诱导粒子随机地过快地来回跃迁，使得

信号频率相对太小，如果不采用增大二次采样频率

$ #$的方法来相对提高信号频率，使“过共振”达到随

机共振，那么为了消耗多余的噪声，使其按照信号频

率来诱导粒子的跃迁，则必须延长噪声诱导粒子的

跃迁时间，即降低跃迁频率 !跃迁频率的降低就是逃

逸速率 # 的降低，# 的减小必须使!! 增大，增大

!! 就是增大 % 或减小 & !由此可见，系统参数 %，&
的调节作用与二次采样频率 $ #$的调节作用在这里进

一步得到了统一，即要想改善“欠共振”，要么减小

$ #$，要么减小 % 或增大 &，而要想改善“过共振”，则

要么增大 $ #$，要么增大 % 或减小 & !
另外，根据（"）式和（%）式可知，跃迁（逃逸）率 #

和势阱间的距离!’ 都与系统参数 % 和 & 有关系 !
当势阱宽度!’ 变化时，意味着系统参数 % 或 & 发

生了变化，而这两个参数的变化必然影响跃迁（逃

逸）率 #，使跃迁率 # 改变 ! 具体情况是，当势阱宽

度!’ 增大时，表明参数 % 增大或参数 & 减小，这导

致势垒!! 增高（当然 % 比 & 引起更大的势垒变

化），势垒!! 增高又使得跃迁率# 降低 !因此，势阱

宽度!’ 增大将引起跃迁率 # 减小 !同理，减小势阱

宽度!’ 会引起跃迁率 # 的增大 !

图 & 分别调节 %，& 引起相等量的势垒变化，但势阱间距离的变化量不相等 （’）当 ( ( ) 时，曲线 )：% * & * )，曲

线 " 使 % * )!+，曲线 % 使 & * ),% !"-，& 产生更大的势阱间距离；（.）当 ( / ) 时，曲线 )：% * & * )，曲线 " 使 % * 0!&，

曲线 % 使 & * ),0 !%&，& 产生更小的势阱间距离

1 ! 结 论

双稳系统的两个系统参数 %，& 和二次采样频

率参数 $ #$都可对双稳随机共振产生影响，即当 % 增

大或 & 减小或 $ #$ 增大时，都可使随机共振状态转变

为“欠共振”的状态，而减小 % 或增大 & 或减小 $ #$，则

会导致“过共振”状态的产生 !其原因在于，这三个参

数的改变都会引起势垒、势阱间距和粒子跃迁速率

的改变，并使噪声能量相对地重新分配，形成噪声量

相对“不足”或“过剩”，近而影响随机共振效果 !
双稳随机共振参数特性的研究将有助于实际信

号的分析，根据信号的基本特征可清晰地确定参数

的变化方向（增大或减小），因此可尽快地选择适当

的系统参数或二次采样参数，使信号达到随机共振

状态，为信号的后续数据处理奠定基础 !
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