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借助经典级联码的思想，详细阐述了通过适当选择量子码作为外码和内码，构造一般意义量子级联码的过程 ’
在此基础上，通过选择量子 ()码作为外码，一组特殊结构的量子码作为内码，具体构造出了一类量子级联码，证明
了其是量子好码 ’在量子纠错码领域中，这是首次利用经典坏码构造出量子好码 ’
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# < 引 言

量子计算［#，%］技术因其强大的计算能力，近十几

年来，引起了人们极大的兴趣 ’但是，在实际构建量
子计算机或者量子通信设备的过程中，不可避免的

就会遇到差错问题 ’存储在设备中的或在信道中传
输的量子比特会因为噪声或环境的作用而发生差

错，严重时就会导致计算和通信的失败 ’近年来发展
起来的量子纠错编码技术能够比较有效的解决这一

难题 ’ 它的基本思想是将 ! 位量子比特嵌入到
"（ = !）位量子比特中，以达到对量子信息的保护 ’
迄今为止，许多种量子纠错码以及相关理论已经被

发现和提出［*—>］，其中以 ?)) 码［&，"］和稳定子码［@，>］

最为重要和成熟 ’
就像在经典编码理论中那样，人们总是想要构

造出大码距的量子码；更一般地，人们想要得到码距

正比于码长的量子好码 ’ AB30C3.09［#$］和 ?3:9［##］等
人分别构造出了基于代数几何码的量子好码 ’后来，
D/EB4.5E5［#%］对 AB30C3.09［#$］的码进行了改进 ’
在经典编码理论中，码的级联［#*—#+］是构造经典

好码的重要方法，许多著名的经典好码都是级联结

构的 ’本文正是利用经典级联码的思想，构造出一类
量子级联码，并证明它是量子好码 ’

% < 量子稳定子码简介

关于量子稳定子码的理论已经比较成熟和规

范 ’在这里，将只列出一些本文会用到的内容，其中
的定理将不给证明 ’关于稳定子码的详细介绍可以
参阅文献［#F］’
令 !# 表示 # 阶有限域，# G $%，$ 为素数 ’对于

!%"
# 上的向量（" #），它的辛重量（BH.I1:;E0; J:0K3E）
定义为

BJE（（" #））G ｛!（&!，’!）!（$，$）｝ ’

对于 ("!%"
# ，BJE（(）表示 ( 中所有非零向量的最

小辛重量 ’给定 !%"
# 上的两个向量（ " #）和（ "L

#L），它们的迹辛内积（EM/;:-BH.I1:;E0; 099:M IM584;E）
定义为

〈（" #）（"L #L）〉) G *+#N $（#·"L O #L·"）’
对于 !%"

# 上的加码（/880E0P: ;58:，实际上是一个加
群）(，令 (# )表示 ( 关于迹辛内积的对偶码 ’令
［［"，!，,］］#表示用 " 位编码 ! 位，距离为 , 的稳定
子码，其中每一位都是一个 # 维量子系统 ’关于量
子稳定子码与经典码的联系有如下定理：

定理 $ 稳定子码［［"，!，,］］# 存在，当且仅当
存在一个 !%"

# 上的加码 (，其码字个数 ( G #" O !，

使得 ("(# )且 BJE（(# ) Q (）G , ’
这个定理告诉我们，一个量子稳定子码总是与

一个经典加码相互对应的 ’

* < 量子级联码

本节将详细阐述一般意义量子级联码的结构 ’
与经典级联码类似，量子级联码也是由外码和内
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码构成的 !在这里，将仅在以 "为特征的域上进行说
明 !当然，所有结果都可以很直接地推广到任意有限
域上 !

!"#" 外 码

外码采用稳定子码［［!，"，#］］"$，与之对应的

!"!
"$ 上的加码记为 !， ! # "$（! $ "），!! ! " %，

%&’（! " % ( ! ）# # !
令 & #｛!)，⋯，!$｝表示 !"$ *!" 的自对偶基 !定

义映射 ’&：!"$#!$
"，使得 ’&（ (）#（ ()，⋯，($），其

中 ( # $
$

) # )
()!) % !"$，() % !" ! 由自对偶基的定义

易知，对于 !"$中的任意两个元素 ( 和 (+，有
*+"$ *"（((+）# ’&（(）·’&（(+）!

!"$" 内 码

内码采用稳定子码［［ ,，$，-］］"，与之对应的

!",
" 上的加码记为 "， " # ", $ $，"!" " %，%&’（" " %

( " ）# - !
由稳定子码理论可知，" " %的生成矩阵可以表

示为 "" %
（, , $）- ", #

#"$ - ",

"（, $ $）- "
( )

,
，其中，"（, $ $）- ",是 "

的生成矩阵，#"$ - ", #

$)

$$

%)

%



















$

，满足〈 $) $.〉% # .，

〈 %) %.〉% # .，〈$) %.〉% #").，另外，任取 &，&+%"，有
〈 & &+〉% # .，〈$) &〉% # .，〈 %) &〉% # .，)& )，.&$ !

!"!" 级联码

利用内码对外码 !和 ! " %的每一位进行编码，

得到 !",!
" 上的加码 #和 # ’如下：

# #｛（’)⋯’! ()⋯(!）

（’) ()）#（ ’&（()） ’&（/)））#"$-",

, &)，（()⋯(! /)⋯/!）% !，

&) % "，)& ) & !｝

# ’ #｛（’’) ⋯’’! (’) ⋯(’!）

（’’) (’) ）#（ ’&（(’) ） ’&（/’) ））#"$-",

, &’) ，（(’) ⋯(’! /’) ⋯/’!）% ! " %，

&’) % "，)& ) & !｝，

这时有

〈（’’) ⋯’’! (’) ⋯(’!）（’)⋯’! ()⋯(!）〉%

#$
!

) # )
〈（’’) (’) ）（’) ()）〉%

#$
!

) # )
〈（ ’&（(’) ） ’&（/’) ））#"$-",

, &’) （ ’&（()） ’&（/)））#"$-", , &)〉%

#$
!

) # )
〈（ ’&（(’) ） ’&（/’) ））（ ’&（()） ’&（/)））〉%

#$
!

) # )
〈（(’) /’) ）（() /)）〉%

#〈（(’) ⋯(’! /’) ⋯/’!）（()⋯(! /)⋯/!）〉%

# .
上式说明 # ’!# " %，又因为 # # "$（! $ "）"（, $ $）! #
",! $ $"，# ’ # "$（! , "）"（, $ $）! # ",! , $"，由维数关系

易知 # ’ # # " % !考察如下的集合：
# " % ( # #｛（’)⋯’! ()⋯(!）

（’) ()）#（ ’&（()） ’&（/)））#"$-",

, &)，（()⋯(! /)⋯/!）% ! " % ( !，

&) % "，)& ) & !｝
因为 %&’（! " % ( ! ）# #，所以在（ ’&（ ()） ’&（ /)）），

)& )&!这! 个向量中至少有 # 个非零 !对于每一
个非零的（ ’&（ ()） ’&（ /)））有（（ ’&（ ()） ’&（ /)））-
#"$ - ", , &)）%" " % ( "，从而由 %&’（" " % ( " ）# - 可
知 %&’（’) ()）(- !
综上所述，存在一个 !",!

" 上的加码 #，其码字
个数 # # ",! $ $"，使得 #!# " %且 %&’（# " % ( # ）(
-#，从而存在一个稳定子码［［ ,!，$"，( -#］］"，称
这样得到的码（或类似构造的码）为量子级联码 !当
然，在量子级联码中，对于外码的每一位，也可以采

用不同的内码进行编码 !

/ 0 一类量子好码

在这一节中，将具体构造出一类基于级联结构

的量子好码 !

%"#" 外 码

选择量子 12码［［!，! $ ""，" , )］］""$作为外
码，其中 ! # ""$ $ )，)& "&""$ $ ) $ ) !与之对应的
!"!

""$上的加码 ! #$ -$，! " % #$" -$"，其中$
是 !""$上的经典 12码［!，"，! $ " , )］，其对偶码
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! !为 !"码［!，! # "，" $ %］，乘积为笛卡儿积 &

!"#" 内 码

选择 ! 个参数为［［’#，#］］( 的稳定子码作为
内码，分别对外码的 ! 位进行编码，对应的加码分
别记为 "$，%" $"!，使得 " ! %

$ 的生成矩阵具有如

下形式：

!! %$ )
"$

!( )
$

)

##*(# $#* # %$ ##* #

% # $ ##* # ##*(# ##* #

% # $ ##* # &$ $#* #

& # $ $#* # ##*(# ##*













#

，

其中 $ 表 示 单 位 阵，# 表 示 全 零 阵，%$ )

&’（!$
"%）

&’（!$
"#









）
，&$ )

&’（!$
"# $ %）

&’（!$
"(#









）
，!是 ’((# 的本原元

素，’ )｛"%，⋯，"(#｝是 ’((# +’( 的自对偶基 &读者可
以验证，!! %$ 是满足 ’,(节中的要求的 &

!"$" 级联码

由以上选择的外码和内码可以得到一类量子级

联码，记为#!，"，! ) ((# # %，%"""((# # % # %，##% &
不过，这里的构造方法有些不同，#!，"对应的经典

加码 $和 $ ! %的定义如下：

$ )｛（(% ((% )(( ((( )⋯(!((!) )% ()% ))( ()( )⋯)!()!)）

（($( )$(）)（*$( +$(）"$ $ ,$(，（($) )$)）)（*$) +$)）"$ $ ,$)，
（*$(*$) +$( +$)）)（ &’（*$） &’（+$）），,$(，,$) $ "$，%" $ " !，（*%⋯*! +%⋯+!）$ %｝

$ ! % )｛（(% ((% )(( ((( )⋯(!((!) )% ()% ))( ()( )⋯)!()!)）

（($( )$(）)（*$( +$(）"$ $ ,$(，（($) )$)）)（*$) +$)）"$ $ ,$)，

（*$(*$) +$( +$)）)（ &’（*$） &’（+$）），,$(，,$) $ "$，%" $ " !，（*%⋯*! +%⋯+!）$ % ! %｝

因此，#!，"的码参数为［［-#!，(#（! # ("），,#］］( &
下面考察码距 ,#，进而证明 #!，"是量子好码 &
引理 #［%.］ 给定 ’( 上 - 个不同的非零 . 重，

其中 - )#（($. # %），/ 0#，$ 0 %，则它们的汉明重
量之和至少为 .#（($. # %）（/ # %

(（$）# 0（ .）），其中 /
0 / # %

(（$）0 /,.为熵函数的逆函数，0（.）是 . 的高
阶无穷小 &
定理 $ 量子级联码 #!，"是一类量子好码 &
证明：给定 1，/ 0 1 0 %+’ &选择 " ) !（% #

’1）+(」)（((# # %）（% # ’1）+(」，则对于任意 ##%，

有 #!，"的码率 1# )
(#（! # ("）

-#! ) ! # ("
’! #1 &

任取（ (% ((% )⋯ (!((!) )% ()% )⋯ )!()!)）$$ ! %，由

$ ! %的定义可知，（ ($2 )$2）)（ *$2 +$2）"$ $ ,$2，,$2$
"$，2$｛(，)｝，（*$(*$) +$(+$)）)（ &’（ *$） &’（ +$）），%" $

"!，（*%⋯ *! +%⋯ +!）$% ! % &因为 123（% ! %）) "
$ %，所以在（ &’（*$） &’（ +$）），%" $"! 这 ! 个向量
中至少有 " $ %个非零 &对于每一个非零的（ &’（ *$）

&’（+$）），（*$( +$(）和（ *$) +$)）中至少有一个非零，选
择一个非零的（ *$2 +$2），2 为 ( 或者 )，因为 ,$2$"$，

所以存在向量（-$ .$）$’(#
( ，使得 ,$2 )（ -$ .$）!$，

从而有

（($2 )$2）)（*$2 +$2）"$ $ ,$2
)（*$2 +$2）"$ $（-$ .$）!$

)（（ +$2 $ -$）% # $ $ .$& # $ *$2
$ .$ *$2%$ $ -$&$ -$）

下面考察一下，对于不同的 $，向量（ ($2 )$2）在什么

情况下相同 &分两种情况进行讨论：
如果 *$2%$ $ -$&$%#，则对于不同的 $，要使（($2

)$2）相同，-$ 必须相同，此时，*$2必须不同，这是因
为：由于向量（*$2 -$）$’(#

( ，故存在 3$$’(#，使得 &’
（3$）)（*$2 -$），则由 %$和 &$的定义可得 *$2%$ $ -$

&$ ) &’（!$3$）% #，假设 *$2也相同，则 3$ 相同，&’
（!$3$）必不同 &因此，要使（($2 )$2）相同，*$2必须不同，
而 # 维向量 *$2至多有 (# 种不同取值，所以在这种情

况下，对于不同的 $，至多有 (# 个（($2 )$2）是相同的 &
如果 *$2%$ $ -$&$ ) #，则有 *$2 ) -$ ) #，由于

（*$2 +$2）非零，故 +$2一定非零，此时有（ +$2 $ -$）% # $

$ .$& # $ ) +$2% # $ $ .$& # $%# &要使（($2 )$2）相同，.$

必须相同，则与第一种情况同样的道理可知，此时

+$2必须不同 &所以在这种情况下，对于不同的 $，也
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是至多有 !! 个（!"# ""#）是相同的 "
综上所述，在（ !"# ""#），#! "!$，#"｛%，&｝这

!$ 个#! 上的 $! 重中，至少有 ’ % #
!! 个不同的非零

$!重 "又由 ’ 的选择可得’ % #
!! #

!!! & #
!!

# & ’(
! #

# & ’(
! （!

! & #），在引理 !中，令 ) ( $!，* ( # & ’(
! )

（!! & #），!( # & ’(
! ，" ( #*$，得到它们的汉明重量

之和至少为 ’!（# & ’(）（!! & #）（ + & #
! （#*$）&

,（!）），从而有
+,（!# %!# &⋯!$%!$& "# %"# &⋯-$%"$&）

#!!’!（# & ’(）（!! & #）（+ &#
!（#*$）& ,（!））

( ’!（# & ’(）（!!! & !!）（+ &#
!（#*$）& ,（!））

其中 +,表示汉明重量，因子 !! 是因为在最坏的情

况下，每个不同的非零 $! 重都出现了 !! 次 "另外，

对于任意向量（ $ %），显然有 -+,（ $ %）#
#
! +,（ $

%），因此有
-+,（!# %!# &⋯!$%!$& -# %"# &⋯-$%"$&）

#’! # & ’(
! （!

!! & !!）（+ &#
!（#*$）& ,（!））

-! #-+,（! $ .）

#’! # & ’(
! （!

!! & !!）（+ &#
!（#*$）& ,（!））

码距与码长之比
-!

$!$#
# & ’(

.
!!! & !!

!!! & #
（+ & #

!（#*$）&

,（!））%
+ & #

!（#*$）
. （# & ’(），当 !&/ "这就证明了

"$，’是量子好码 "

0 1 结 论

本文所做的工作主要有两点：首先借助经典级

联码的思想，对一般意义的量子级联码的构造方法

进行了详细说明；更重要的是，经过巧妙设计，具体

构造出了一类基于级联结构的量子好码 "与前人的
工作相比，本文工作的意义在于：虽然在此之前，已

经发现了一些其他类型的量子好码，但是这些码或

者是由经典好码直接移植过来的［#2—#!］；或者只是证

明了其存在性，并未给出具体构造方法（例如量子

34限［5］）"而本文是首次利用经典坏码具体构造出
了量子好码，因此具有重要的理论意义 "
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