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　　借助排队系统中顾客批量到达的概念 ,提出节点批量到达的 Poisson 网络模型. 节点按照到达率为λ的 Poisson

过程批量到达系统. 模型 1 ,批量按照到达批次的幂律非线性增长 ,其幂律指数为θ(0 ≤θ < + ∞) . BA 模型是在

θ= 0时的特例 . 利用 Poisson 过程理论和连续化方法进行分析 ,发现这个网络稳态平均度分布是幂律分布 ,而且幂律

指数在 1 和 3 之间. 模型 2 ,批量按照节点到达批次的对数非线性增长 ,得出当批量增长较缓慢时 ,稳态度分布幂律

指数为 3. 因此 ,节点批量到达的 Poisson 网络模型不仅是BA 模型的推广 ,也为许多幂律指数在 1 和 2 之间的现实网

络提供了理论依据.
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11引 言

现实世界中个体之间的相互作用可以通过网络

来描述 ,无论是 Internet 网、WWW 网、细胞相互作用

网、供应链网络 ,还是社会关系网 ,在我们日常生活

中大型复杂网络无处不在. 这些现象引起了学者们

极大的兴趣[1 —14 ]
. 从 20 世纪 90 年代起 ,由于 Internet

网的飞速发展 ,人们越来越觉得有必要探讨大型复

杂网络的拓扑结构. 计算机技术的发展为人们探讨

复杂网络拓扑结构提供了工具. 但是 ,自 20 世纪 60

年代到 20 世纪末 ,人们对复杂网络的研究一直停留

在以随机图[1 ]为理论的基础上. 然而 ,实证结果表明

绝大多数现实网络的统计性质与随机图理论的结果

并不相同. 不论是以 Internet 为代表的技术网

络[8 ,9 ]
,还是以科学家合作网为代表的社会网络[14 ]

,

都显示出具有近似幂律特征的度分布 ,而不是随机

图理论所给出的泊松分布. 虽然 Price 对科学文献引

文网络获得了幂律特征的度分布[15 ,16 ]
,但真正推动

近年来复杂网络研究的是 Barabási 和 Albert 等

人[2 —4 ] .

Barabási 等人的主要贡献是提出了增长和择优

连接是形成无标度网络的机制 ;将连续化方法应用

到了复杂网络的研究中 ,获得了增长网络节点度关

于时间的微分方程 ,为复杂网络研究提供了新的思

路. 由此 ,复杂网络论文如雨后春笋般连年增长. 然

而 ,在目前的绝大部分增长网络模型中 ,每一时间步

都是加入一个新节点 ,网络规模随时间线性增长.

由于不能对节点连续时间增长的复杂网络进行实证

研究 ,只能按一定的时间间隔进行数据统计. 这样就

形成了网络节点批量进入系统的实证研究. 例如在

互联网中 ,在一个单位时间间隔内可能有多个新节

点同时被统计 ,而且随着系统规模的增大被统计的

新节点数目也随之增多. 正如摩尔定律所指出的 ,整

个系统的规模按几何级数增长. 由此可见 ,网络规模

可能随时间非线性变化. 本文主要研究节点批量非

线性增长的网络具有怎样的拓扑结构.

文献[4 ]和文献 [12 ]中列出了对现实网络实证

的度分布指数 (如表 1) . 从表 1 可见 ,这些网络的特

征是幂律指数小于 2 ,而现行无向无标度网络理论

结果的幂律指数均大于 2 ,是否存在幂律指数小于 2

的理论模型 ,这是一个值得研究的重要问题.

针对上述问题 ,本文借助排队系统中顾客批量

到达的概念 ,提出了节点批量到达的 Poisson 网络 ,

节点按到达率为λ的 Poisson 过程批量到达网络. 模

型 1 ,批量按照节点到达批次数的幂律呈非线性
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　　　　 表 1 　实际网络的度分布指数

网络名称 度分布指数

IP Backbone [12 ] 1. 867

BBS 会员网 [12 ] 1. 6 —1. 9

Y than estuary[4 ] 1. 05

Silwood Park [4 ] 1. 13

的增长 ,幂律指数为θ(0 ≤θ < + ∞) . 利用 Poisson

过程理论和连续化方法分析了这个网络的度分布 ,

得到了节点瞬态度分布和网络稳态平均度分布的解

析表达式 ,获得了在区间 (1 ,3 ]内的幂律指数. 分析

表明这类网络体现了无标度的特性[21 ]
. 模型 2 ,批量

按照节点到达批次数的对数函数增长 ,我们得出当

批量增长较缓慢到与对数函数同阶时 ,稳态度分布

幂律指数与 BA 模型结果相同. 最后我们给出了本

文的结论 ,本文不仅仅是 BA 模型的推广 ,也为许多

幂律指数在 1 和 2 之间的现实网络提供了理论

依据.

2. 模型描述与分析

2. 11 节点批量到达的幂指数增长 Poisson 网络

(1) 非线性增长 : 网络开始于较少的 m0 个节

点的完全图. 在 t 时刻 ,按照率为λ的 Poisson 过程

同时到达 r[ N ( t) ]
θ
个新节点 ,且每个新节点各自

独立的与 m ( m ≤m0 ) 个老节点相连 ,这里 , r > 0 ,

θ≥0 , N ( t)为 t 时刻节点到达的批次数 ;

(2) 择优连接 : 在选择新节点的连接时 ,假设

新节点连接到节点 i 的概率Π取决于节点 i 的度数

gi ,即满足

Π( gi ) =
gi

6
j

gj

. (1)

　　注 :BA 模型可视为当λ= 1 ,θ= 0 和 r = 1 时节

点批量到达的 Poisson 网络.

因为考察网络长时间的演化过程 ,可以将 N ( t)

视为节点批次的到达过程 ,则 N ( t ) 是具有率为λ

的 Poisson 过程 , 由 Poisson 过程理论[18 ] 知 ,在 [ 0 , t)

内到达网络的节点批次的平均数约为

μ( t) = E[ N ( t) ] = λt , (2)

ti 表示第 i 批节点进入网络的时刻 ,即第 i 批节点

的到达时刻. 为了方便起见 ,我们对第 i 批节点进行

编号 ,令 kij ( t)表示在时刻 t 第 i 批节点中第 j 个节

点的度. 假定 kij是连续实值变量 ,由于 kij的变化率

正比于概率Π( kij ) ,从而 kij满足动态方程

9 kij

9 t
= mrλθ

t
θλ

kij

6
i , j

kij

. (3)

考虑到 6
i , j

kij =∫
t

0
2 mr (λt)

θλd t =
2

1 +θmrλ1+θ
t

1+θ
,

代入 (3)式 ,可得

9 kij

9 t
=

(1 +θ) kij

2 t
, (4)

故方程 (4)满足初始条件 kij ( ti ) = m 的解为

kij ( t) = m
t

1+θ
2

t
1+θ

2
i

(5)

从 (5)式 ,有

P{ kij ( t) ≥ k} = P ti ≤ m
k

2
1+θ

t . (6)

根据 Poisson 理论[18 ]
,我们知道随机变量 t i 服从Γ2

分布 ,

P{ ti ≤ x} = 1 - e -λx 6
i - 1

l = 0

(λx) l

l !
,

所以

P{ kij ( t) ≥ k} = 1 - e
-λ m

k

2
1+θt 6

i - 1

l = 0

λ m
k

2
1+θ

t
l

l !
,

t µ ti . (7)

　　对于任意给定的 i , h , t > 0 ,并且 i < h , ti < th

< t , 从 (7)式可知 ,对于任何 k > m , 有

P{ kij ( t) ≥ k} = 1 - e
-λ m

k

2
1+θt 6

i - 1

l = 0

λ m
k

2
1+θ

t
l

l !

> 1 - e
-λ m

k

2
1+θt 6

h - 1

l = 0

λ m
k

2
1+θ

t
l

l !

= P{ khj ( t) ≥ k}. (8)

(8) 式表明节点批量到达的 Poisson 网络体现了“富

者愈富”的现象.

由 (7)式 ,可以得到第 i 批节点中第 j 个节点的

瞬态度分布为

P{ kij ( t) = k} ≈
9 P{ kij ( t) < k}

9 k

=
2λtm

2
1+θ

(1 +θ) k
1+

2
1+θ

×e
-λ m

k

2
1+θt

λ m
k

2
1+θ

t
i - 1

( i - 1) !
,
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t µ ti , (9)

从 (9)式 ,可以得到网络的稳态平均度分布

P ( k) ≈lim
t →∞

1
E[ N ( t) ] 6

∞

i = 1

1
r[ N ( t) ]

θ

× 6
r[ N ( t) ]

θ

j = 1

p ( kij ( t) = k)

= lim
t →∞

2 m
2

1+θ

(1 +θ) k
1+ 2

1+θ
e

-λ m
k

2
1+θt 6

∞

i = 0

λ m
k

2
1+θ

t
i

i !

=
2 m

2
1+θ

(1 +θ) k
1+ 2

1+θ
, (10)

对于充分大的 t > 0 和正整数 k ,从 (10) 式可知节点

批量到达的 Poisson 网络的稳态平均度分布的幂律

指数为

γ = 1 +
2

1 +θ, (11)

依此关系 ,当θ= 0 时 , γ= 3 ;当θ= 1 时 , γ= 2 ;当
θ→+ ∞时 , γ→1. 由此可见 ,γ∈(1 ,3 ] . 由 (8) 式

和 (11) 式 ,知道节点批量到达的幂指数增长 Poisson

网络是无标度网络[21 ] .

下面我们分析网络度分布的矩 ,记 M1 和 M2 是

网络度分布一阶矩和二阶矩.

情形 1 　当 0 ≤θ< 1 时 ,2 <γ≤3 ,则

M1 = 6
∞

k = m

k P ( k) = 6
∞

k = m

k
2 m

2
1+θ

(1 +θ) k
1+ 2

1+θ

=
2 m

2
1+θ

1 +θ 6
∞

k = m

1

k
2

1+θ
< + ∞,

M2 = 6
∞

k = m

k
2

P ( k) = 6
∞

k = m

k
2 2 m

2
1+θ

(1 +θ) k
1+ 2

1+θ

=
2 m

2
1+θ

1 +θ 6
∞

k = m

1

k
1-θ
1+θ

= + ∞,

由此可见 ,度值的均值收敛而方差发散. 说明度值的

分布严重不均匀 ,因此 , 这类网络存在大量度值很

小的节点 , 也存在数量较少的度值很高的节点
(HUB 节点) .

情形 2 　当 1 ≤θ< + ∞时 ,1 <γ≤2 ,则

M1 = 6
∞

k = m

k P ( k) = 6
∞

k = m

k
2 m

2
1+θ

(1 +θ) k
1+ 2

1+θ

=
2 m

2
1+θ

1 +θ 6
∞

k = m

1

k
2

1+θ
= + ∞,

M2 = 6
∞

k = m

k
2

P ( k) = 6
∞

k = m

k
2 2 m

2
1+θ

(1 +θ) k
1+ 2

1+θ

=
2 m

2
1+θ

1 +θ 6
∞

k = m

1

k
1-θ
1+θ

= + ∞,

由于情形 2 中均值发散 , 说明网络中 HUB 节点偏

多. 对于技术类网络来说 , 这意味着建设成本显著

提高.

2. 21 节点批量到达的对数增长 Poisson 网络

(1)非线性增长 : 网络开始于较少的 m0 个节点

的完全图. 在 t 时刻 ,按照率为λ的 Poisson 过程同

时到达 rln N ( t) 个新节点 ,且每个新节点各自独立

的与 m ( m ≤m0 ) 个老节点相连 ,这里 , r > 0 ,θ≥0 ,

N ( t)为 t 时刻节点到达的批次数 ;

(2) 择优连接 : 与节点批量到达幂指数增长

Poisson 网络的择优连接相同.

与 2111 节同理 , kij满足动态方程

9 kij

9 t
= mr (lnλt)λ

kij

6
i , j

kij

. (12)

由于 6
i , j

kij =∫
t

0
2 mr (lnλt)λd t = 2 mrλt (lnλt - 1) ,代

入 (12) 式 ,得

9 kij

9 t
=

kij

2 t 1 -
1

lnλt

,

当 t 充分大时 ,上述方程可近似为

9 kij

9 t
=

1
2 t

kij , (13)

方程 (13)满足初始条件 kij ( ti ) = m 的解为

kij ( t) = m
t
ti

1
2

, (14)

从 (14)式 ,有

P{ kij ( t) ≥ k} = P ti ≤ m
k

2

t . (15)

　　根据 Poisson 理论[18 ]可以推得

P{ kij ( t) ≥ k} = 1 - e
-λ m

k
2

t 6
i - 1

l = 0

λ m
k

2

t
l

l !
.

(16)

　　对于任意给定的 i , h , t > 0 ,并且 i < h , ti < th

< t 从 (16)式可知对于任何 k > m , 我们有

P{ kij ( t) ≥ k} = 1 - e
-λ m

k
2

t 6
i - 1

l = 0

λ m
k

2

t
l

l !

> 1 - e
-λ m

k
2

t 6
h - 1

l = 0

λ m
k

2

t
l

l !
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= P{ khj ( t) ≥ k}. (17)

这同样体现了“富者愈富”的现象.

由(16)式 ,可以得到第 i 批节点中第 j 个节点

的瞬态度分布为

P{ kij ( t) = k} ≈
9 P{ kij ( t) < k}

9 k

=
2λtm

2

k
3 e

-λ m
k

2
t

λ m
k

2

t
i - 1

( i - 1) !
, (18)

由此可得该网络的稳态平均度分布为

P ( k) ≈lim
t →∞

1
E[ N ( t) ] 6

∞

i = 1

1
r[ ln N ( t) ]

× 6
r[ ln N ( t) ]

j = 1

p ( kij ( t) = k)

= lim
t →∞

2 m
2

k
3 e

-λ m
k

2
t 6

∞

i = 0

λ m
k

2

t
i

i !

=
2 m

2

k
3 , (19)

对于充分大的 t > 0 和正整数 k ,从 (19) 式可知稳态

平均度分布的幂律指数为

γ = 3. (20)

　　从 2. 2 节的分析我们发现当每次新加入节点个

数增长缓慢到与对数函数同阶时 , 所得网络稳态度

分布幂律指数为γ= 3 , 与 BA 模型结果相同.

31结 论

文献[20 ]分析了两个大型语义网络 HowNet 和

WordNet 的全局意义结构 ,发现两者都是具有小世

界和无标度特征的复杂网络. 但是它们都具有一些

独特的属性 ,两者连接度分布的幂律指数介于 1 和

2 之间 ,并不像现行理论结果分析的许多常见无标

度网络的幂律指数介于 2 和 3 之间. 本文结果表明 ,

节点批量到达的幂指数增长 Poisson 网络其幂律指

数介于 1 和 3 之间. 由此可见 ,节点批量到达的幂指

数增长 Poisson 网络模型不仅是 BA 模型的推广 ,而

且它将无标度网络模型的理论幂律指数从区间 (2 ,

3 ]扩展到区间 (1 ,3 ]上.θ= 1 是网络类的临界值 ,它

将网络类分成一类是 HUB 节点偏多的网络 ,一类是

HUB 节点存在数量较少的网络. 而对于节点批量到

达的对数增长 Poisson 网络 ,我们发现当批量增长较

缓慢时 ,其幂律指数为 3 ,与 BA 模型结果相同. 然而

对于网络节点批量增长速度达到什么程度时 ,破坏

网络的无标度性 ,是值得进一步研究的问题.
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Abstract

Basing on the batch arrival concept in the queue theory , this paper proposes a Poisson network model with node batch

arrival . The Nodes arrive the system as a Poisson process with rate λ. In the first model , the batch is a power function of the

batch number with exponent θ(0 ≤θ < + ∞) . Using Poisson process theory and continuum approach , we found that the

stationary mean degree distribution of this model is a power2law distribution , and its power2law exponent is between 1 and 3. In

the second model , the batch is a log function of the batch number and we obtained that the power2law exponent of stationary mean

degree distribution is 3 when the batch rises more slowly. So our model is not only the extension of the BA model , but also a

theoretical foundation of many real networks of which the power2law exponent is between 1 and 2.
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