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在任意 !波的离心项 &( "" 用!" )*!" (（& * )*!"）" 近似表达的条件下，对 +,-./01势的径向 23/456718)4方程作自变
量指数变换，使此转化为超几何微分方程，获得了 +,-./01势 9波散射态的精确解和非 9波散射态的近似解析解 :给
出了相移的解析表达式和按“ #("!标度”归一化的用超几何函数表示的径向波函数 :讨论了解析解的意义 :
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!江苏省高校自然科学基础研究项目（批准号：$’?@A&#$&"; ）资助的课题 :

! BCDE7-：F3.333FG&’;H1).

& H 引 言

+,-./01势［&］是物理学中一个重要的短程势，其
表达形式为
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式中 % 是一个常数，!称为屏蔽参数 :这个势可广
泛地应用于粒子物理和核物理［"］、原子物理［;，#］、分

子物理［<—%］以及化学物理［J］等众多领域 :如果把
+,-./01势应用于原子物理，则 % 就是核电荷数 :然
而不幸的是 +,-./01势的只有 9波（$角动量）能够精
确求解［&，K］，非 9波由于离心势的存在至今还不能精
确求解 :在非相对论情况下，对于束缚态，除了数值
计算方法［&$，&&］外，人们提出了不同的方法来近似求

解 +,-./01势非 9波的能谱，例如变分法［&$，&"］、微扰
法［&;］、移动 &(& 方法［&#，&<］、=L 方法［&’，&%］（=7M7NO4OPC
LPE4OP）、超对称量子力学方法［&J—"&］和渐近迭代方
法［""］等 :文献［";—"’］还研究了 +,-./01势 9波的相
对论特性 :
事实上，用 =L 方法［&’，&%］、超对称量子力学方

法［&J—"&］和渐近迭代方法［""］等研究 +,-./01势的非 9

波束缚态时，对于离心势 $&（ "）I
!（ ! Q &）""

"’""
基本上

都采用这样的处理办法 :考虑到屏蔽参数!比较小
时，+,-./01势退化为库仑势，当 " 比较小时，+,-./01
势也退化为库仑势 :换句话说，当!或者 " 比较小时，

或者二者都比较小时，+,-./01势都退化为库仑势
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因此对于离心势，人们［&’—""］就采用如下的用指数函

数表示的等效表达形式
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来讨论束缚态非 9波能谱的近似解的 :
由于 +,-./01势在物理学中有着广泛的应用，所

以其散射态特性如何也是一个令人感兴趣的问题 :
为此本文研究了 +,-./01势的散射态，应用（;）式这
种等效离心势来代替离心项，获得了散射态的解析

解，给出相移的解析表达式和按“ # ("!标度”归一化
的用超几何函数表示的散射态的径向波函数 :特别
是给出了 9波散射态的精确解 :研究了当!比较小
时，相移和波函数的退化情况，文献中有关库仑势散

射态的结果作为特例包含在本文的结论之中 :本文
给出的结果可望在将 +,-./01势应用于原子与分子
物理以及核物理等散射问题中获得广泛的应用 :

" :散射态的近似解析解

+,-./01势的径向 23/456718)4方程为
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用（)）式来代替上式中的离心势，则（(）式可改写成
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对于散射态 % - &，边界条件为
# ! &，$（ #）! #!"#；
# ! .，$（ #）! $/01（’# !!! 2$ "#!）， （3）

式中 ’ % $"% 2!" $，满足上式边界条件的散射态波

函数是按“ ’ 2$!标度”归一化的［$4，$5］’对（,）式做如
下变换：

$
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则（,）式可化为无量纲方程
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对自变量做指数变换，即引入新变量 ) % # ! +! (，则

##［&，.），)#［&，#］，于是上式化为
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考虑到散射态的边界条件，做函数代换
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则（6）式可化为
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这是参数

, % ! " # " $
$ ! ’$ 2"" $ ! 0’ 2"，

- % ! " # ! $
$ ! ’$ 2"" $ ! 0’ 2"，

. % $ ! " $ （#$）
的超几何微分方程，因而解为超几何函数

+（ )）% $ /#（,，-；.；)）’ （#)）
这里超几何函数 $ /#（ ,，-；.；)）是广义超几何
函数［$6，)&］
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的特例，式中（(）’ % (（( " #）⋯（( " ’ ! #）%&（ ( "
’）2&（(）’于是散射态波函数
$（ #）% 2’!（# ! +!"#）!"# +0’# $ /#（,，-；.；# ! +!"#）’

（#,）
下面研究当 #!.时，散射态波函数（#,）式的渐

进行为以确定相移和归一化常数 2’! ’由（#$）式可知
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利用超几何函数的变换公式［$6，)&］
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式中#为实数，于是（#5）式化为
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! "#$!"［"$（ !"%!） % "#$（ !"%!）］， （&’）
由此可得散射态波函数（()）式在 "!*时的渐进行
为为
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和（0）式相比，得 123456.势任意 % 波相移的近似表
达式为

!3 7!（ % % (）/& % 89:"（& # ’ # (）
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7!（ % % (）/& % 89:"（&$!/#）
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& # !& /#" &）
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以及按“! /&!标度”归一化的常数
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需要指出的是，对 -波（ % 7 ’），离心项和等效离心势均等于是 ’，因此在（&&）式和（()）式中取 % 7 ’得到
123456.势 -波的精确的相移表达式和按“! /&!标度”归一化的波函数分别为
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< ;讨 论

当屏蔽参数#!’时，123456.势退化为库仑势，
因此我们在上一节得到的 123456.势散射态波函数
（()）式和相移表达式（&&）式应退化为求解库仑势散
射态所得到的结果 ;下面我们就来讨论这一情况 ;由
于3$>
#!’

’ 7 % % ( # $+ / !’’，3$>
#!’

( 7 # &$! /#!*，式中 ’’

7%& /,"& 是玻尔半径，因此由超几何函数和合流超
几何函数的关系［&?，<’］

3$>
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（()）式可改写为
#（ "）7 .!%（!"）%%( "$!" ( *(（ % % ( # $+ / !’’；& %

% &；# &$!"）， （&@）
这与直接求解库仑势所给出的散射态的波函数是相

同的［&@，&A］;式中归一化常数
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再看相移的退化，由于
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# 89:［（ % % &$! /#）（ % # ( % &$! /#）
⋯（&$! /#）"（&$! /#）］］

7 #!（ % % (）/&， （<’）
所以（&&）式退化为
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!% 7!（ % % (）/& % 89:"（ & # ’ # (）

# 89:"（ & # ’）# 89:"（ & # (）

7 # 89:"（ % % ( % $+ / !’’）
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这与直接求解库仑势所得散射态的相移表达式是完

全相同的［&@，&A］;
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! "结 论

对于 #$%&’()势任意 ! 波的离心势，本文采用文
献中给出的指数函数形式的近似表达式，然后对

#$%&’()势任意 ! 波的径向 *+’,-./)01,方程作自变量
指数变换，得到了散射态的解析解，给出了解析的相

移表达式和用超几何函数表示的按“ " 23!标度”归
一化的散射态的径向波函数 "特别是我们给出了 4

波精确的相移表达式和相应的波函数 "当屏蔽参数

!!5时，#$%&’()势退化为库仑势，本文获得的有关
#$%&’()势散射态的结果均退化为直接求解库仑势
的散射态所给出的结论 "也就是说，文献中有关库仑
势散射态的结果均作为特例包含在本文的结论之

中 "本文给出的结果可望在将 #$%&’()势应用于原子
与分子物理以及核物理等散射问题中获得广泛的

应用 "
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