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利用同伦分析法求解了修正的 ()*+,-./012/-03).40353 方程，得到了它的近似孤立波解，该解与精确解符合得非

常好 6结果表明，同伦分析法在求解高维非线性演化方程的孤立波解时，仍然是一种行之有效的方法 6
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!国家自然科学基金（批准号：!&"7$&&9）资助的课题 6

# :1,)35：.43;<&7= 5>?6 @A

! B 引 言

随着科技的进步，非线性科学得到了飞速的发

展 6 作为非线性科学重要分支的孤子理论也获得了

快速发展，并被广泛应用于量子场论［!］、凝聚态物

理［"］、流体力学［%，7］、非线性光学［C—$］、等离子体物

理［9，8］等物理学领域内，引起了很多物理学家和数

学家的兴趣 6 众多学者在研究（! D !）维、（" D !）维

可积模型的同时，也在探索（% D !）维甚至更高维的

可积模型，并取得了一定的成就［!&—!7］6 一般情况

下，这些模型可以用非线性偏微分方程（E2F:）很

好地描述 6 所以对 E2F: 的求解，就成了孤子理论

的一个重要组成部分 6 但由于高维可积模型的复杂

性，求得它的精确解非常困难 6 近年来，很多学者

又提出了许多新的求解 E2F: 的方法，如齐次平衡

法［!C—!9］、双曲函数法［!8—""］、.3A/1@+.3A/ 方法、G)@+H3 椭

圆函数展开法［"%—"C］、同伦分析法［"’—%9］等 6 这些方法

都可以借助近年发展起来的计算机代数系统得以部

分甚至完全实现，从而大大提高了工作效率 6
同伦分析法是一种新的、一般性地求解强非线

性问题的解析近似方法 6 它在方法上彻底抛弃了小

参数假设，从根本上克服了传统摄动法的局限性；

在逻辑上包含了其他“非摄动方法”，从而更具一般

性［"’］6 该方法被成功用于解决科学研究中的许多非

线性问题，如非线性振动［"$，"9］、边界层流动［"8，%&］、

多孔介质中的黏性流动［%!］、非牛顿磁流体流动［%"］、

深水中的非线性波［%%］、I4+,).1J/<,3 方程［%7］、K)A/1
:,*/A 方程［%C］、非线性演化方程的周期解［%’，%$］等 6
这些成功应用的例子表明，同伦分析法具有广阔的

应用领域，对于解决很多非线性问题是行之有效

的 6 关于该方法的更多介绍，请参看文献［"’］6 但

就作者所知，用该方法求解高维 E2F: 孤立波解的

报道似乎很少 6
（" D !）维修正的 ()*+,-./012/-03).40353（,(2）方

程如下：
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其中!，"，#为常数 6 ,(2 方程可用来描述无磁场

情况下双温离子尘埃等离子体中孤子受到横向扰动

时波的演化［%8］6 本文用同伦分析法求解方程（!），

得到它的近似孤立波解，该解与精确解符合得特别

好，表明该方法在求解一类高维非线性演化方程的

孤立波解时仍十分有效 6

" B 同伦分析法求解 ,(2 方程

考虑方程（!）的行波解

"（!，$，#）L %（$），

$ L &! ! D &" $ M%# D$&，
（"）

其中（&!，&"）是波矢，%是波的圆频率，均未知；$&

是任意常数，影响波的相位 6 此时（!）式变为
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其中撇号表示
*
*%

+（&）式两边对%积分一次，并取积

分常数为零，得

" #" # $"" % " # $#&"! ( )， （,）

其中
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下面利用同伦分析法求解方程（,）的钟形孤立波解 +
在求解之前对方程（,）的解进行一些分析很有

必要 + 不失一般性，设%( ) 时波达到峰值，其幅值

为 $，则 "（%）满足约束条件

"（)）( $，

" #（)）( )+
（-）

由于波具有对称性，故只需考虑%!) 的范围 + 另

外，当 .%." $ /时，"（%）及其各阶导数均趋于零 +
故可设想 "（%）能够表示为

"（%）( #
$/

% ( !
&% 0" %% （%! )）， （1）

其中 &%（% ( !，%，⋯）是系数 +（1）式提供了同伦分

析法中解的表达式 +
定义线性微分算符

’ ( "
&

"%
& " ""%

， （2）

构造下列同伦（称为零阶形变方程）：

（! " (）’［)（%，(）" ")（%）］

( (’*［)（%，(），+（(），(（(）］， （3）

其中 ($［)，!］是一个重要可变参数，’是一个非零

辅助参数，

")（%）( )（%，)）( %$0"% " $0"%%，

且

*［)（%，(），+（(），(（(）］
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)（%，(）满足约束条件

)（)，(）( $，

")（%，(）

"% %( )
( ) +
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当 .%." $ /时，)（%，(）及 ) 对%的各阶导数均趋

于零 +
从（3），（4）式可以看出，当参量 ( 从 ) 变到 !

时，)（%，(）从 ")（%）变为方程（,）的解 "（%），同时

+（(），(（(）也从某个初始猜测值 #)，&) 变为方程

（,）中的 # 和&+若变化过程足够光滑，则 )（%，(），

+（(）和(（ (）可以展开为 ( 的 567869:;< 级数 + 如

果这三个级数在 ( ( ! 点都收敛，则有
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其中
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称为 % 阶形变导数 +
方程（3）两边同时对 ( 求导 % 次，然后同除以

%！且取 ( ( )，可得如下关于 "%（%）的 % 阶形变

方程

’［ "%（%）")%"%"!（%）］(’,%（%） （% ! !），
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值得说明的是，方程（#(）是一“递推”型方程，

即当求解 #!（#）时，除 $! " # 和"! " # 外其他量如 $%，

"%，#%（#）（ % $ %，#，)，⋯，! " )），#! " #（#）前面已经

解出 & 而且方程（#(）是关于 #!（#）的线性微分方程，

容易解出 &
进一步，发现 &!（#）可表示为

&!（#）$ !
*!!)

" $ #
$!，" +" "#， （#,）

其中$!，" 是系数 &考虑到方程（#(）的特点，+"#的系

数$!，#应该为零，否则 #!（#）中会出现形如#+"#的

项，不符合解的表达式（-），即应有

$!，# $ % & （#.）

用（#.）式可以确定 $! " # & 对于方程（*），计算给出

$!"# $!"!"# （! $ #，)，⋯）& （)%）

把（#,）式代入方程（#(），解得

#!（#）$ "%!
*!!)

" $ )

$!，" +" "#

"（") " #）
!&!#!"#（#）

! ’#，! ! ’)，! +# ! ’/，! +"#， （)#）

其中 ’#，!，’)，!，’/，!是积分常数 & 由（-）式可知

’#，! $ ’)，! $ %& （))）

由（#%）式可得

#%（%）$ (，

# 0%（%）$ %，

#!（%）$ # 0!（%）$ % （! 1 %）&
（)/）

一般情况下，通过联立求解（)/）和（#.）式，便可解

出 $! " #，’/，! 和"! " # &前面确定 #%（#）时，已经使其

满足了约束条件（)/）式 &
由（#,）式 可 看 出，$!，" 为 +" "#项 的 系 数，而

&!（#）已由（#’）式给出 & 所以借助计算机代数系统

如 2345+634783 或 239:+ 等可确定$!，" &
在实际计算中，最终得方程（*）的 ) 阶近似解

析解

#（#）" #;（#）$ !
)

! $ %
#!（#），

$ " $; $ !
)"#

! $ %
$!，

"""
; $ !

)"#

! $ %
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返回到原变量 *，+，,，就得到方程（#）的近似解析

解，这里为近似孤立波解 &

/ < 与精确解的比较

在实际计算中，用上述方法得到在某一阶截断

的解，一般是方程（#）的近似解析解 & 为了解该解

的近似程度，不妨与精确解作一比较 & 在变换（)）

式下，方程（#）的精确解可用双曲函数法得到，

-（*，+，,）$ #（#）$ -!#’ %# =+85#，

# $ %# * ! %) + "(, !#%，

（)(）

其中 %#，%) 为任意非零常数，

( $!%
/
# !)

%)
)

%#
&

波的振幅为

( $ -!#’ %# &

可见对 6>? 方程（#），波在横向（ + 方向）的扰动不

影响孤立波的振幅 &（)%）式表明：若级数（#/）式收

敛，则级数（#)）式也收敛 & 进一步的计算表明，此

时同伦分析法与精确解给出的(是一致的 &

图 # "
; @%曲线 实线为同伦分析法给出的值，圆点为精确值 &

’$ #，!$ #，( $ #，) $ #)

在以上计算过程中有一重要参数%，一般可通

过调节%的值以保证级数收敛 & 文献［)-］一般性地

证明了收敛的级数必是原方程的解 & 即只要级数

（##）—（#/）式收敛，则其和函数必是方程（*）的解 &
这使得我们在不知道精确解或数值解的情况下，仍

可以判断近似解的有效性 &图 # 显示了’$ #，!$ #，

( $ #，) $ #) 时的"
; @%曲线，图中虚线所示为"（"

$ %)
#）的精确值，约为 %<#------’ &从图 # 可以看出，

大约在 " #- A% A " / 范围内，我们所得的解非常

接近于"的精确值 & 如当%$ " #% 时，（)*）式给出
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!!!"#$$$$$$%，与精确值相差很小 & 图 %（’）显示了

取上述值时， !(（"）与精确解 !（"）的比较；图 %（)）

为绝对误差#（"）* !（"）+ !(（"）随"的变化，最大

误差数量级为 #!+ ,，说明同伦分析法给出的解与精

确解符合得非常好 & 当$ * $，% * #，" * %，# * #%

时，!
( -& 曲 线（图 略）表 明& 的 收 敛 范 围 大 约 为

+ !", . $ . + !"#，此时!的精确值为 /；& * + !"/
时同伦分析法给出!!0"111111,0#，两者差别很

小 & 图 0（’）显示了所得近似解与精确解的比较，图

0（)）为相应的误差图，均表明同伦分析法给出的近

似解和精确解符合得非常好 & 当$和 " 增大时，&
的收敛范围急剧变小 & 实际计算表明，%对&的收

敛范围影响不大 &
以上介绍的方法适合于求解""! 的范围 & 对

区域"#!，完全可以用同伦分析法进行类似的求

解 & 由于我们考虑的解为偶函数，故毋须另外求解

"#! 的区域，作图时就利用了这一点 &

图 % 取$* #，%* #，" * #，# * #%，&* + #! 时方程（/）近似解与精确解的比较 （’）近似解与精确解，实线为同伦分析法给出的解，

圆点为精确解；（)）绝对误差

图 0 取$* $，%* #，" * %，# * #%，&* + !"/ 时方程（/）近似解与精确解的比较 （’）近似解与精确解，实线为同伦分析法给出的解，

圆点为精确解；（)）绝对误差

据作者所知，同伦分析法对所得近似解与精确

解之间的误差目前尚缺乏严格的理论分析，一般做

法是把所得解与实验结果、数值解或已知的精确解

作比较 & 如在文献［02］中，作者用误差向量的 %- 范

数来判断近似解的逼近程度及级数的收敛性，便需

精确解已知 & 对很多非线性问题，精确解很难甚至无

法求出 & 这种情况下可用残差来验证解的有效性 &
记

%（"）* + &( !( 3 4$!( % !( 3 4%!
( !(!，（%$）

则当 %（"）$! 时，!(（"）就是方程（/）的精确解 & 一

般情况下 %（"）%!，则 5’6 7 %（"）7越小，说明所得
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图 ! 取!" #，"" $，! " %，" " $%，#" & ’(! 时 #（$）的变化

解越接近方程（!）的精确解 ) 图 ! 为! " #，" " $，

! " %，" " $%，# " & ’(!时#（$）的变化 )从图!可见，

*+,- #（$）-的数量级为 $’& .，仍表明 $/（$）是方程

（!）的一个好的近似解 )

! ( 结 论

本文利用同伦分析法求解了（% 0 $）维 *12 方

程，得到了其孤立波的近似解析解，该解与精确解

符合得非常好 )研究发现，所用方法可以求解一大批

非线性演化方程的孤立波解 ) 说明同伦分析法在求

解非线性演化方程的孤立波解时，仍然是一种行之

有效的方法 ) 同伦分析法以其思想的广泛性、方法

的灵活性，在科学研究的各领域发挥着越来越重要

的作用 ) 我们相信在以后的研究中，同伦分析法的

理论体系将日臻完善，必将对非线性科学的研究与

发展作出其应有的贡献 )
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