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研究了两个耦合的分数阶 ()*+ 系统的混沌投影同步控制问题 ,通过建立近似的整数阶模型，使用状态误差反

馈控制策略控制投影同步比例因子达到理想值 ,理论上证明了该控制方法的可行性，数值仿真进一步验证了该方

法的有效性 ,
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# > 引 言

近年来，分数阶混沌系统的研究吸引了学者们

的广泛关注 ,许多普通混沌系统都被实验证明存在

对应的分数阶混沌系统，如分数阶临界混沌系统［#］、

分数阶混沌电子振荡器［&，?］、分数阶 ()*+ 系统［%］以

及其他各种分数阶混沌系统［-—’］, 这些研究完成了

如何将一个普通混沌系统用分数阶系统表示以及对

所建立的分数阶混沌系统的特性分析 ,
自从 @*=:83 和 (388:55［A，B］做出关于耦合混沌系统

同步性质研究的开创性工作以来，混沌系统的同步研

究掀起了一轮热潮［#$—#%］,最近，一种新的同步现象在

研究部分线性混沌系统中被观察到［#-—&$］，这就是投

影同步，其特性表现为在一定的条件下耦合的主从系

统状态的输出不仅相位是锁定的，而且各对应状态的

振幅还会最终保持某一固定的比例因子关系 ,
分数阶混沌系统中的同步研究取得了大量成

果［#—’］，对于投影同步，分数阶 ()*+ 系统也被实验

证明可以实现［&#］, 但据我们所知，由于分数阶混沌

系统理论分析的困难性，现阶段的工作大都局限于

数值实验阶段，缺乏较为具体的理论分析 ,为了解决

这个问题，我们把分数阶混沌系统转换为一个近似

的等效整数阶模型，然后在这个等效的整数阶模型

基础上，使用状态误差反馈策略实现了主从系统的

投影同步 ,理论分析和实验仿真证明了该方法的可

行性与有效性 ,

& > 耦合的分数阶 ()*+ 系统及其逼近

’()( 分数阶算子的定义与实现

分 数 阶 微 分 的 基 本 定 义 是 基 于 C8<+635D1
E*7+4F:G 定义和 H4*23++1E4:<G455*8 定义［&&］：
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这里，!（·）是伽马函数，# J ##! L # , 设初始条件

为零，则（#）式的 E3M53=* 变换为

$ D!!（ "）
D "{ }! I %!$｛!（ "）｝, （&）

显然，阶数为!的分数积分算子在频域内可以

表示为

&（ %）I #
%! ,

通常，这样的分数阶算子是使用标准的整数阶算子

来逼 近［&?］，文 献［&%］中 用 以 下 形 式 给 出 了 逼 近

公式：
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式中 "!，"&，"(，")，"*，"+ 为常数，它们的值可以由文

献［&)］中的表 ! 查得，"! % !#,++，"& % (-#&,，"( %
)#$!)，") % (+#!*，"* % ,#,-$，"+ % "#"! .

!"!" 耦合的分数阶 #$%& 系统的逼近

分数阶 /012 系统可以表示为
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同整数阶的定义，可以得到耦合的分数阶 /012 系统
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式中下标 5 表示主系统，6 表示从系统 .
下面我们主要分析!% "#$ 时的情况，其他阶次

的特性可以类似得到 .对（*）式做 789:8;1 变换，
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将（(）式代入（+）式，并设
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于是，可以得到（*）式的一阶微分方程组时域表达式
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这里
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显然（-）式是（)）式的一个近似，我们对（-）式这

个一阶微分方程组的分析就可以认为是等效地分析

其对应的分数阶 ./01 系统 , 换言之，我们对这个一

阶微分方程组的分析就等效于分析其对应的分数阶

微分方程组 ,

% 2 两个耦合的分数阶 ./01 系统的投

影同步

为了使两个耦合系统达到投影同步，在（-）式的

从系统分量中加入控制量 ’（ (），就有

!·! " "!! + #! $，

$·" %$ + &，

!·3 " "! 3 + # 3 $ + ’ ,

（&&）

现在的问题是转化为什么样的控制量 ’（ (）能够使

得系统（&&）达到投影同步 ,
定理 ! 如果控制量 ’（ (）具有如下形式：
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满足条件
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那么（-）式表征的整数阶系统和它对应的分数阶系

统能够达到投影同步 ,这里!是比例因子 ,

证明 定义（-）式的投影误差矢量为

) "!!! $ ! 3 , （&)）

构造 567891:; 函数
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那么
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由（&*）式，所以有 *·4 #,那么
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这意味着

>?!
("@

! 3 "!!!，

（-）式中主、从系统达到投影同步 , 又因为（-）式是

（)）式的近似系统，所以（)）式也达到了投影同步 ,
证毕 ,

* 2 数值仿真分析

因为 " 是一个常数阵，所以我们可以很容易找

到一个矩阵 ( 满足（&*）式 , 本文中我们仅展示 #2-
阶系统的仿真结果，对于其他阶次的系统，可以使用

同样的方法得到 ,当!" #2’ 时，相应的仿真结果如

图 & 所示（控制量在 #2& 3 的时候加入）,
上述仿真结果证明了使用本文提出的方法可以

使得两个耦合的分数阶 ./01 系统达到投影同步 ,
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图 ! 数值仿真结果 !" #$% &（’）!( ) !*，（+）"( ) "*，（,）主、从系统在 !-" 坐标系统中的投影效果图

.$ 结 论

本文通过建立两个耦合的分数阶 /012 系统的

等价整数阶模型，把对分数阶的分析、控制、转换到

整数阶系统中去分析，通过以状态误差作为系统的

控制输入，实现了两个系统的投影同步 &给出了该方

法的相关定理 &相应的理论证明和数值仿真证明了

该方法的可行性与有效性 &可以预见，该方法应该可

以为其他分数阶混沌系统的投影同步控制提供理论
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