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以超混沌 )*+,系统为例研究了反同步的三种方法———主动控制法、全局控制法和变量替换法 -通过 ./012,34
稳定性理论及最大 ./012,34指数计算给出了相应的证明，其中变量替换法可以传递单路信号实现混沌系统的反同
步，比以往所用方法有更高的实用价值 -通过数值仿真，验证了方法的有效性 -
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!国家自然科学基金（批准号：#$5’6"’%）和辽宁省教育厅高等学校科学技术研究计划（批准号：%$$&$$("）资助的课题 -

! 7890:;：<0,=>/?@;2A - +@2- B,

" C 引 言

"DD$年，E+B3F0 和 )3FF3;; 首次提出了“混沌同

步”的概念［"］，并在实验室用电路实现了同一信号驱

动下两个相同的耦合混沌系统的同步［%］-如今，人们

对混沌同步已做了深入的研究［6—(］，并在不同的混

沌系统中实现了不同类型的混沌同步，如完全同步、

广义同步、相同步、延迟同步和射影同步等［D—"5］-完
全同步是指从不同初始点出发的两个混沌系统，随

时间的推移其轨道趋于一致，目前已经在耦合、无方

向耦合或含噪声的混沌系统中观测到［D，""］-相同步
是指两个混沌系统轨道的相位差锁定在 %!以内，而
它们的振幅仍然保持混沌状态且互不相关［"$，"6］-广
义同步是指在主从混沌系统的轨道之间建立一个函

数关系［"%］-延迟同步是指具有固定时间延迟的两个

混沌系统轨道是一致的［"&］-射影同步是指主从混沌

系统的轨道的振幅成正比，且相位相同［"5］-在周期

混沌系统中，反同步是一个值得关注的现象［"#，"’］-
最近，文献［"(，"D］分别在耦合和无方向耦合的两个
相同的混沌系统中实现了反同步 -本文分别利用主
动控制法、全局控制法和变量替换法实现了超混沌

)*+,系统的反同步，并提出了更为实用的反同步
方案 -

% C 超混沌 )*+,系统的反同步

超混沌 )*+,系统［%$，%"］为
!·G "（# H !）I $，

#·G %! H !& I ’#，

&·G !# H (&，

$·G #& I )$ -

（"）

当参数 " G 65，( G 6，’ G "%，% G ’ 和 ) G $C% 时，系
统（"）处于超混沌状态［%$，%"］-下面分别用三种方法
实现超混沌 )*+,系统的反同步 -

’()( 主动控制法

令驱动系统为系统（"），响应系统为
!·" G "（#" H !"）I $" I *"，

#·" G %!" H !" &" I ’#" I *%，

&·" G !" #" H (&" I *6，

$·" G #" &" I )$" I *& -

（%）

这里 *+（ + G "，%，6，&）为控制器 -设

," G ! I !"，

,% G # I #"，

,6 G & I &"，

,& G $ I $"，

则有
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!·! " "·# "·!，

!·$ " #·# #·!，

!·% " $·# $·!，

!·& " %·# %·! ’
反同步误差系统为

!·! " &（ !$ ( !!）# !& # ’!，

!·$ " (!! # )!$ ( "$ ( "! $! # ’$，

!·% " "# # "! #! ( *!% # ’%，

!·& " #$ # #! $! # +!& # ’& ’

（%）

图 ! 控制器（&）式作用下系统（!）和（$）的反同步误差曲线 （)）!!（ ,）* ,，（+）!$（ ,）* ,，（,）!%（ ,）* ,，（-）!&（ ,）* ,

选择如下控制器：

’! " &（ !! ( !$）( !& ( -! !!，

’$ " "$ # "! $! ( (!! (（ ) # -$）!$，

’% "（* ( -%）!% ( "# ( "! #!，

’& " ( #$ ( #! $! (（ + # -&）!& ’

（&）

这里 -. . /（ . " !，$，%，&），用于控制达到反同步
的速度 ’将（&）式代入（%）式，得到反同步误差系统
如下：

!·! " ( -! !!，

!·$ " ( -$ !$，

!·% " ( -% !%，

!·& " ( -& !& ’

（0）

显然误差系统（0）的 1),2+3矩阵特征值均为负，根据
45)67829稳定性定理可知

:3;
,!<
" !.（ ,）" " / （ . " !，$，%，&），

即驱动系统（!）和响应系统（$）达到了反同步 ’
数值仿真实验中，选取时间步长为! " /=///$

>，令 -! " -$ " -% " -& " /=0 ’采用四阶 ?78@A*B7CC)
法求解系统（!）和（$）’驱动系统（!）与响应系统（$）
的初始点分别选取为 "（/）" ( !/，#（/）" $0，$（/）
"!D 和 %（/）" !0；"!（/）" ( !%，#!（/）" ( !$，

$!（/）" 0和 %!（/）" %/’因此误差系统（%）的初始值

为 !!（/）" ( $%，!$（/）" !%，!%（/）" $%和 !&（/）"

&0’图 !为驱动系统（!）和响应系统（$）的反同步过
程的模拟结果 ’由图 ! 可见，!!（ ,），!$（ ,），!%（ ,）和
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!!（ "）最终稳定在零点附近，即在控制器（!）式作用
下，驱动系统（"）与响应系统（#）达到了反同步 $

!"!" 全局控制法

定理 设自治混沌系统形如

!" % #" & #（"）， （’）
式中 # 是一个矩阵，#" 代表线性部分，#（"）代表
非线性部分 $以系统（’）为驱动系统，响应系统如下：

!$ % %#$ ( &" ( #（"）$ （)）
只要满足

# % %# & &，
且 %# 所有特征值的实部均为负，则系统（’）和系统
（)）将达到反同步 $
证明 设误差系统

!’ % !" & !$，
则由系统（’）和（)）可得

!’ % #" & %#$ ( &"
%（ %# & &）" & %#$ ( &"
% %#（" & $）
% %#’ $

因为 %# 所有特征值的实部均为负，根据 *+,-./01稳
定性定理可知

234
"!5
"’（ "）" % 6，

即驱动系统（’）和响应系统（)）达到了反同步 $
令系统（"）为驱动系统，响应系统为
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设

!" % $ & $"，

!# % % & %"，

!8 % & & &"，

!! % ’ & ’"，

则反同步误差系统为

!·" % $·& $·"，

!·# % %·& %·"，

!·8 % &·& &·"，

!·! % ’·& ’·" $

（9）

计算得出系统（7）中（ $"，%"，&"，’"）
: 的系数矩阵所

有特征值的实部均为负，这种满足条件的矩阵可以

应用 ;0.<=>?.@A3<B判据由驱动系统（"）的线性部分
获得 $驱动系统（"）和响应系统（7）符合定理的形式
和条件，可以达到反同步 $
数值仿真实验中，选取时间步长为! % 6C666#

D，采用四阶 ;./EF>G.<<,法求解系统（"）和（7）$驱动
系统（"）和响应系统（7）的初始点分别选为 $（6）%
( "6，%（6）% #H，&（6）% "7 和 ’（6）% "H；$"（6）%
( "8，%"（6）% ( "#，&"（6）% H和 ’"（6）% 86$因此误
差系统（9）的初始值为 !"（6）% ( #8，!#（6）% "8，

!8（6）% #8和 !!（6）% !H$图 #为驱动系统（"）和响应
系统（7）的反同步过程的模拟结果 $由图 # 可见，
!"（ "），!#（ "），!8（ "）和 !!（ "）最终稳定在零点附近，
即驱动系统（"）与响应系统（7）达到了反同步 $
应用全局控制法，驱动系统中有几个方程含有

非线性项，就至少需要发送几路信号给响应系统，这

显然优于主动控制法 $对于只有一个方程含非线性
项的混沌系统，如 ;IDD2F@系统、超混沌 ;IDD2F@系统
等，则有可能发送单路信号实现反同步，这对于保密

通信及观测器的实现具有实际意义 $下面将提出一
种能够传递单路信号实现反同步的新方法 $

!"#" 变量替换法

设自治混沌系统形如

!" % -（"）， （"6）
以系统（"6）为驱动系统，响应系统为

!$ % -（$）(（.（$）( .（"））， （""）
则一定可以找到函数 . 使系统（"6）和（""）达到完全
同步，即存在函数 . 使

234
"!5
"" ( $" % 6$

令

( % ( $，
则有

234
"!5
"" & (" % 6，

即输出 ( 的系统与系统（"6）达到反同步 $将 ( %
( $代入系统（""）得到
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图 ! 系统（"）和（#）的反同步误差曲线 （$）!"（ "）% "，（&）!!（ "）% "，（’）!(（ "）% "，（)）!*（ "）% "

+ !" , #（+ "）+（$（+ "）+ $（#））- （"!）
由系统（"!）解出受控于 # 的关于 " 的微分方程

!" , + #（+ "）.（$（+ "）+ $（#）），
则该方程描述的系统能与系统（"/）反同步 -

0123等［!!］提出了发送单路组合信号的方案，成
功实现了超混沌 4566718系统的完全同步控制 -本文
也将采用这一方法，先找到与系统（"）能达到完全同
步的响应系统，再由该系统解出与系统（"）反同步的
系统 -
设系统（"）的完全同步响应系统为

%·! , &（’! + %!）. (!，

’·! , )%! + %! *! . +’! + ,-’96!，

*·! , %! ’! + .*! + ,-6:2!，

(·! , ’! *! . /(! -

（"(）

这里 , 是反馈增益，控制器
- , 6:2!（’! + ’）. ’96!（ *! + *）
（/!!!!;!），

即驱动系统（"）只发送 ’6:2!. *’96!这一路信号给
响应系统（"(）使两者达到同步 -
令

!" , %! + %，
!! , ’! + ’，
!( , *! + *，
!* , (! + (，

（"*）

则有

!·" , %·! + %·，

!·! , ’·! + ’·，

!·( , *·! + *·，

!·* , (·! + (·-
故可得同步误差系统为

!·" , + &!" . &!! . !*，

!·! ,（) + *）!" .（ + + ,’96!6:2!）!!
+（% . ,’96!’96!）!( + !" !(，

!·( , ’!" .（% + ,6:2!6:2!）!!
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!（! " "#$%!%&’!）#( " #) #*，

#·+ , $#* " %#( " &#+ " #* #( - （).）
令 " , (，根据 /0’’01&’等［*(］提出的计算微分方

程组最大 23456’$7 指数的方法，依次取! ,!8)*，
.!8*+，!8+，9!8*+，.!8)*，求出") , ):)**，! ;:(<)，
! ;:.+9，! ;:*==，;:;>+ -系统（).）在 " , (时，") 与

!的关系如图 (所示 -当") ? ;时，系统（)）和（)(）
将完全同步 -

图 + 系统（)）和（)(）的同步误差曲线 （4）#)（ ’）@ ’，（A）#*（ ’）@ ’，（#）#(（ ’）@ ’，（B）#+（ ’）@ ’

数值仿真实验中，令 " , (，!, 9!8*+ 选取时间
步长为#, ;:;;) %，采用四阶 C6’D0@E6114法求解系
统（)）和（)(）-驱动系统（)）与响应系统（)(）的初始
点分别选为 (（;）, ! );，%（;）, *.，$（;）, )< 和
)（;）, ).；(*（;）, )(，%*（;）, ! )*，$*（;）, . 和
)*（;）, (;-因此误差系统（).）的初始值为 #)（;）,
*(，#*（;）, ! (9，#(（;）, ! )(和 #+（;）, ).-图 +为驱
动系统（)）和响应系统（)(）的同步过程的模拟结果 -
由图 +可见，同步误差 #)（ ’），#*（ ’），#(（ ’）和 #+（ ’）
最终基本稳定在零点附近，即 " , (，!, 9!8*+时，驱

图 ( " , (时，系统（).）最大 23456’$7指数") 与!的关系

动系统（)）与响应系统（)(）达到了同步 -
设

(* , ! ()，

%* , ! %)，

9+<>)*期 王兴元等：三种方法实现超混沌 FG0’系统的反同步



!! " # !$，

"! " # "$，

则系统（$%）变换为
# #·$ " $（#$ # %$）# "$，

# %·$ " # &#$ # #$ !$ # ’%$ # ()&’(!，

# !·$ " #$ %$ ) *!$ # ()(*+!，

# "·$ " %$ !$ # +"$ ,

（$-）

将

) " (*+!（%! # %）) &’(!（ !! # !）

" (*+!（# %$ # %）) &’(!（# !$ # !）

图 . 系统（$）和（$/）的反同步误差曲线 （0）,$（ -）1 -，（2）,!（ -）1 -，（&）,%（ -）1 -，（3）,4（ -）1 -

代入（$-）式，整理后得
#·$ " $（%$ # #$）) "$，

%·$ " &#$ ) #$ !$ ) ’%$ # ()5 &’(!，

!·$ " # #$ %$ # *!$ # ()5 (*+!，

"·$ " # %$ !$ ) +"$ ,

（$/）

这里

)5 " (*+!（%$ ) %）) &’(!（ !$ ) !）,
系统（$/）即是能与系统（$）反同步的系统 ,设

,$ " # ) #$，

,! " % ) %$，

,% " ! ) !$，

,4 " " ) "$，

则反同步误差系统为

,·$ " #·) #·$，

,·! " %·) %·$，

,·% " !·) !·$，

,·4 " "·) "·$ ,

（$6）

选取时间步长为"" 78777! (，采用四阶 9:+;<1
=:>>0法求解系统（$）和（$/）,驱动系统（$）与响应系统
（$/）的初始点分别选为 #（7）" # $7，%（7）" !.，!（7）
" $6和 "（7）" $.；#$（7）" $%，%$（7）" # $!，!$（7）" .
和 "$（7）" %7,因此误差系统（$6）的初始值为 ,$（7）"
%，,!（7）" $%，,%（7）" !%和 ,4（7）" 4.,图 .为驱动系
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统（!）和响应系统（!"）的反同步过程的模拟结果 #由
图 $可见，!!（ "），!%（ "），!&（ "）和 !’（ "）最终稳定在零
点附近，即 # ( &，!( "!)%’时，驱动系统（!）与响应
系统（!"）达到了反同步，且只需要发送 $*+,! -
%./*!这一路信号即可 #
利用 01,2等［%%］提出的方案，已知的混沌系统大

都可以通过传递单路信号实现完全同步，因此该方

法也适用于其他混沌系统的单信号反同步 #

& 3 结 论

本文以超混沌 451,系统为例，研究了混沌系统
反同步的三种方法 #通过对比可以发现，变量替换法
虽然设计方案略为复杂，但可以使用单路信号成功

地达到反同步的目的，因此具有更高的实用性 #数值
仿真验证了这三种反同步方法的有效性 #

［!］ 01./67 8 9，4766/:: ; 8 !<<= &’$( # )!* # +!"" # !" >%!
［%］ 4766/:: ; 8，01./67 8 9 !<<! ,--- ./01( # 23/4 # 5$(" # #$ ’$&
［&］ 451, ?，@/,2 A !<<& ,--- ./01( # 23/4 # 5$(" # "% $<!
［’］ BC5 4 4，;C,2 0 4 !<<$ &’$( # )!* # +!"" # &’ %<$%
［$］ 451, ?，@/,2 A !<<> 6/78 2’07( "7 9/:!/：;!"’7:7<7=3!(，

&!/(>!4"3*!( 01: ?>><340"371(（D+,27E/61：F/6:G D.+1,H+I+.）457E !
［J］ F7,2 ? K， LC A 8， 451, D ? %==! 2’07"34 271"/7<，

5$14’/713%0"371 01: @"3<3%31=（M1+N+,2：O7H+/,7: @1I1,.1 P,GC*H6Q

061**）457E "（+, 45+,1*1）［王光瑞、于熙龄、陈式刚 %==!混沌

的控制、同步与利用（北京：国防工业出版社）第 "章］

［"］ F7,2 A L %==& 2’07( 31 "’! 278><!A B71<31!0/3"$ 5$("!8（M1NN+,2：

R:1.H6/,+. P,GC*H6Q 061**）457E %（+, 45+,1*1）［王兴元 %==& 复

杂非线性系统中的混沌（北京：电子工业出版社）第 %章］

［>］ 451, ? K， 8S T U %==& C$108340< ?10<$(!(， 271"/7< 01:

5$14’/713%0"371 7D "’! +7/!1% 5$("!8 6083<$（M1+N+,2：D.+1,.1 061**）

457E %（+, 45+,1*1）［陈关荣、吕金虎 %==& 8/61,V系统族的动

力学分析、控制与同步（北京：科学出版社）第 %章］

［<］ 8+C L W，B1+ D 9 %==J ?4"0 &’$( # 531 # ’’ !=&$（+, 45+,1*1）［刘

扬正、费树岷 %==J 物理学报 ’’ !=&$］

［!=］ U7/ T U，8+ F %==$ ?4"0 &’$( # 531 # ’" &’<!（+, 45+,1*1）［郝建

红、李 伟 %==$ 物理学报 ’" &’<!］

［!!］ LC A，D/,2 L %==! ,1" # E # F3DG/ # 2’07( (( !"&"
［!%］ 8+ ? U %==’ ?4"0 &’$( # 531 # ’# <<<（+, 45+,1*1）［李国辉 %==’
物理学报 ’# <<<］

［!&］ F7,2 D U，8+C F X，97 M T，A+7/ T U，T+7,2 @ L %==$ 2’31 #

&’$( # (" $$
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